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DE VEELVLAKKEN VAN PLATO

De klassificatie van deegelmatige veelvlakkeim de 3-dimensionale (rede) ruim-
te wordt toegeschreven aan de Griekse wiskundigeaetetus (417-369 v.c.) Hij
bewees dat er preciésregelmatige veelvlakken bestaan :

4v¥e

tetraéder hexader octader

SR

dodecader icosader

Dit resultaat wordt beschouwd &én van de belangrijkste uit de klassieke wiskunde
en men beweert dat de boeken \aurclidestot doel hebben de klasificatie van Theae-
tetus te bewijzen in het finale deel (volume XIlII). Wij zullen in deze les een kort bewijs

geven.

Regelmatige veelvlakken werden doorheen de geschiedenis met nogal wat mysterie
omgeven. Zo gebruiktPlato (427-347 v.c.)ze in zijn dialoog 'Timaios’ in een po-
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ging om de structuur van de materie wiskundig te verklaren. Hij associeerde aan de
regelmatige veelvlakken tetder, hexader, octader en icosader respectievelijk de
'elementen’ vuur, aarde, lucht en water. Het resterende veelvlak, de datdzcstond
model voor het volledige universum.

Duizend jaar na Plato gebruikt®ohannes Keplerde regelmatige veelvlakken in

zijn boek 'Prodomus dissertationum cosmographicarum, continens mysterium cosmo-
graphicum de admirabili proportione orbium caelesticunii§ingen, 1596) om ons
planeten-stelsel te verklaren (zie ook de tekening op het voorblad van deze cursus).
Op dat moment waren slechisplaneten gekend : Merurius, Venus, de aarde, Mars,
Jupiter en Saturnus die volge@sperniucusn circelvormige banen rond de zon draai-

den. ledere planeet bepaalde dus een sfeer rond de zon die zijn baan bevat. Kepler ob-
serveerde dat tussen twee opeenvolgende zulke sferen met een welbepaald regelmatig
veelvlak kon inschrijven zodanig dat de hoekpunten op de buitenste sfeer lagen en de
zijvlakken de binnenste sfeer zouden raken (zie tekening). In een goede benadering
vond hij

e de octakder tussen Mercurius en Venus
e de icos&der tussen Venus en de aarde

e de dodecéder tussen de aarde en Mars

de tetrader tussen Mars en Jupiter

e de hex@der tussen Jupiter en Saturnus

Merk op dat de zevende planeet Uranus pas in 1781 ontdekt werd!

Eenveelvlakis een gesloten figuur iit® waarvan allezijvlakken(of face$ viakke
veelhoeken zijn die of disjunct zijn of elkaar raken in een gemeenschappelijke zijde
of hoekpunt. We noemen een gesloten veelvéglelmatigindien aan volgende voor-
waarden voldaan is :

e Convex, d.w.z. alle hoekpunten niet op een zijvlak liggen allemaal aan dezelfde
kant van het vlak irR® bepaald door dit zijvlak.

e Elk zijvlak is een regelmatige-hoek voor vaste.

e Elk hoekpunt ligt op juisin zijvlakken,m vast.

Ga na dat de bovenstaande vijf veelvlakken inderdaad regelmatig zijn. Voor het ver-
volg is het nuttig te beschikken over modellen van deze veelvlakken die je kan maken
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uit papier-modellen (zie appendix A). Hieronder een papier model voor de deiEca

",

In de onderstaande tabel geven we voor elk van de veelvlakken het haakgun-
ten V (vertices),zijden E (edges)zijvlakkenF' (faces) en de getallen (vorm van
zijvlakken) enm (aantal zijvlakken in een hoekpunt).

polyhedronnm m V E F
tetradder |3 3 4 6 4
hexdéder |4 3 8 12 6
octaader 3 4 6 12 8
dodecéder| @ 3 20 30 12
icosa@der 3 5 12 30 20

We observeren een numeriek verband tussen de geflldd en F'. Dit geldt alge-
meen voor alle convexe veelvlakken en staat bekend onder debaans formule.
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Merk op datDescartesdeze stelling al bewees 100 jaar voor Euler ze in 1752 formu-
leerde.

Stelling 1.1 Voor ieder convex gesloten veelvlakia geldt
V—-FE+F=2

waarbij V' het aantal hoekpunten i het aantal zijden e’ het aantal zijvlakken.

Bewijs. Stel het veelvlak voor als een planeet waarvan alle zijden dijken zijn en juist
1 zijvlak een oceaan is. We gaan nu dijken breken tot de hele planeet overstroomd is
waarbij we de regel hanteren dat we enkel een dijk doorbreken als dit resulteert in het
overstromen van bijkoment zijvlak. Op het einde zullen w& — 1 dijken hebben
doorbroken. Merk op dat we nog steeds vanuit een vast hoedpurgar elk ander
hoekpunt kunnen lopen zonder onze voeten nat te maken en dit langk paidtover

de dijken (waarom ?). Bijgevolg hebben we een bijectie tussen de overblijvende dijken
en de hoekpunten (uitgezonddr) en dus zijn er nod” — 1 dijken intact. Bijgevolg
hebben we

EFE = F-1 +V -1
~ —— ——
totaal doorbroken intact
en zijn we klaar. O

Stelling 1.2 (Theatetus)Er bestaan juists regelmatige veelvlakken iR3 : de te-
traéder, hexader, oct&der, dodecéder en icosader.

Bewijs. Om te beginnen merken we op dat het aantal zijvlakkerr> 2 en dat elk
zijvlak een regelmatige-hoek is meta > 2. ledere zijde ligt op juis® zijvlakken en
bavat juist2 hoekpunten. Bijgevolg zijn de getallenF’ enmV gelijk aan tweemaal
het aantal zijden, dus

mV =2F =nF

Substitueren in de Euler formule geeft :
2=V —-E+F

2 n
= (2n + 2m — mn)—
2n

= (4 (n—2)(m-2),

Bijgevolg kunnen wé&V/, E en F' bepalen in termen vam enn

4n mV mV
2n + 2m — mn 2 n
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en hebben we de belangrijke ongelijkheid
(m—-2)(n—2)<4
en aangeziem enn groter dar2 zijn levert dit enkel dés mogelijkheden

(m,n) € {(3,3),(3,4),(4,3),(3,5),(5,3)}
die juist corresponderen met de gewenste veelvlakken.

De eis dat in ieder hoekpunt er juigt regelmatige veelhoeken samenkomen bepaalt
debinnenhoekan het convexe veelvlak in dat punt en bijgevolg bepaalt iédern)
koppel tenhoogst# regelmatig veelvlak.

Eigenlijk moeten we nog nagaan dat de veelvlakken van Plato inderdaad regelmatig
zijn en als we de procedure van aaneenplakken van zijvlakken doorvoeren we niet
eindigen met een klein maar verwaarloosbaar verschil. De beste maniet om hiervan
zeker ze zijn is deodrdinatenvan de hoekpunten te geven en het aan de twijfelaar
over te laten om na te gaan dat alle zijvlakken inderdaag regelmatige veelhoeken zijn.
Een mogelijke lijst hoekpunten iR2 wordt gegeven in onderstaande tabel. Hierin is

¢ degulden snede
14++5
¢ = 5

Hoe zou je nagaan dat alle zijvlakken regelmatigboeken zijn ? Gebruik daf-
standsfunctién R3

d((z,y,2), (@', y,2) = V(x —a)* + (y —y)* + (2 — 2)?



les 1. De veelvlakken van Plato 8

polyhedron hoekpunten

tetradder (1’ 1, 1)’ (1’ -1, _1)> (_1a -1, 1)a (_19 1, _1)

hexader (1,1,1),(1,1,-1),(1,-1,1),(—-1,1,1),
(1,-1,-1),(=1,1, 1), (=1, -1,1), (=1, -1, —1)

octader 1’0’0)? (0’0’1)7 (O’ 130)7
(—1,0,0), (0, —1,0), (0,0, —1)

dodecé@der (0, £¢7 ', £¢), (07", £6,0)
(£9,0,£071), (£1,+£1,£1)

icosader (1,0,9),(1,0,—9),(—1,0,9),(—1,0, —¢),
(Oa ¢’ 1)7 (0’ ¢, _1)7 (03 _¢a 1)7 (03 _¢7 _1)7
(d)’ 13 0)9 (¢a _13 0)’ (_d)a 13 0)7 (_¢a _]-a O)

Hetduale veelvlakian een regelmatig veelvlak is het veelvlak met als hoekpunten de
centravan de regelmatige zijvlakken en twee centra zijn verbonden met een zijde juist
dan als de corresponderende zijvlakken een gemeenschappelijke zijde hebben.

Bijgevolg zijn de numerieke invarianten : aantal hoekpur€n zijden E* en zij-
vlakkenF* van het duale veelvlak gegeven in functie van deze van het oorspronkelijke
veelvlak

V*=F E*=F F*=V

We merken op dat het duale veelvlak van een regelmatig veelvlak opnieuw regelmatig
is en dat de volgende veelvlakken in dualiteit met elkaar staan :

tetreéder<—=> tetrader
hex@&der<—=>- octader

dodecé@&der<—=- icosader

Alternatief kan je dit ook aantonen aan de hand van digdinaten. Merk op dat
alsPy,..., P, de hoekpunten zijn van een regelmatigdnoek inR3 dan wordt het
centrum bepaald door het punt

1
P:;(P]_—*—Pz—i—...—l—Pn)
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en pas dit toe op bovenstaande tabel vairdimaten.

Theaetetus van Athene (417-367 v.c.)

Het weinige dat men weet over het leven van Theaetetus komt uit de geschriften van
Plato. Plato schreef twee dialogen waarin Theaetetus het hoofdpersonaghes :
atetusen Sophist Theaetetus bewees dat verscheidene woxs+/5, . .., v/17
irrationale getallenzijn.

Verder bestudeerde hij het oétder en icosader. Van de vijf zgn. veelvlakken van
Plato waren eigenlijk a8 gekend dankzij d€ythagoreérs (de kubus, tetriéder en
dodecé@der) en de overige twee (oétder en icosader) werden ontdekt door Teaete-
tus).

De afbeelding is een detail van het fredge school van Athenean Raphael. Meer
informatie over Theaetetus kan je vinden op :

http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/™ history/Mathematicians/Theaetetus.html
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DE GROEPEN VAN PLATO

Eenrotatie in R3 is gegeven door eemtatie-as A, d.i. een rechte iR3, en een
rotatie-hoekep.

g\

In de volgende les zullen we rotaties beschrijven met behulpnatricesen aantonen
dat de samenstelling van twee rotaties opnieuw een rotatie is.

Vandaag bekijken we rotaties meetkundig en trachten we voor ieder van de regelmatige
veelvlakken van Plato te bepalen welke rotaties de figuur in zichzelf transformeren.
Met andere woorden, we willen detatie symmetrie groepepalen van een Plato
veelvlak.

EengroepG is een verzameling met een bewerking
GxG—G (g,h) — g.h
die voldoet aan de volgende voorwaarden
e (neutraal element) : Er bestaat eenc G zodatg.e = e.g = g voor alle
g cqG.

e (invers element) : Voor elke € G bestaater eeh € G metg.h = e = h.g.
We notererh = g—*.
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e (associativiteit) : Voor allg, g’, g” € G geldt(g.g’).g” = g.(g’.9").

Een groepG is eindig als G eindig veel elementen heeft. Het aantal elememégh
noemen we dan derdevanG.

Een groep’ is commutatiefof Abels) als voor allg, h € G geldt datg.h = h.g.

Voorbeeld 2.1 (Zie ook de cursus 'Algebra’ voor meer details) Bgmmetrische
groep.s,, waarvan de elementen alle bijecties zijn van

[n] ={1,2,...,n}
en met de samenstelling als groepsbewerking is een eindige groep vain!orde

Bewijs. ledere bijectier : [n] — [n] kunnen we voorstellen als epermutatie

. 1 2 ces n
77 lo(1) o(2) ... o(n)
en de samenstelling van twee bijecties (permutaties) is opnieuw een bijectie (permuta-
tie)

707 =[atty oty ot [rt) #1117t

= [0(7_1(1)) 0(7.2(2)) U(Trzn))}

Het eenheidselementis dus dddentiteits map
o — 1 2 ... n
12 ....n
en het invers element van een bijectie (permutati& deinverse mapr —!

o(1) o(2) ... 0("%)]

-1 __
o _Orde”{l 2 ... n

waarbij we met orden aangeven dat we de kolommen ordenen in stijgende volgorde
van het eerste element. Dus b.v.b. als

123 4
=131 4 2

danis
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Omdat de samenstelling van bijecties associatief is, zijn alle groepswetten voldaan en
is S,, dus een groep. Derdevan S,, is het aantal bijecties : [n] — [n] eno(1)

kan je kiezen uitn elementern], o(2) nog uitn — 1 elementern] — {o (1)},

o(3) nog uitn — 2 elementerin] — {0 (1), o(2)} enz. Bijgevolg is

|Sn| =n.(n—1).(n —2).---.2.1 =n!

Tenslotte merken we nog op dat je elke permutatie S,, ook in cykel-notatiekan
voorstellen

o= (ai,as,...,a;)(b1,bay... b5) (X1, T2y .., ;)
waarbij we bedoelen dat
o(a;) = as,o0(az) =as,...,o(a;y) =ay;0(by) =ba,...,0(b;,) = by,...

Bus b.v.b. als

12 3 4 7 8
=18 16 7 4 2

dan is de cykel-voorstelling vam gelijk aan

5 6
3 5

oc=(1,8,2)(3,6,5)(4,7)

Het voordeel van deze notatie is dat ze niet alleen korter is maar dat je ook makkelijk
het inverse elemert —! kan bepalen door gewoon de orde van elke cykel om te keren.
In het voorbeeld is—! = (2,8,1)(5,6,3)(7,4). O

Stelling 2.2 Zij V' C R3 een veelvlak met hoekpunten, dan is de rotatie-symmetrie
groep vanV’
R(V) = {r rotatie vanR® : r(V) =V}

een deelgroep vaf,, en is dus i.h.b. eindig!

Bewijs. ledere rotatie- die V' naar zichzelf stuurt zal een hoekpunt VEEnnaar een
hoekpunt varV” sturen en dus kunnen wevoorstellen als een permutatie ngetters.

Deze afbeelding is injectief want de enige rotatie die alle hoekpunten van een veelvlak
naar zichzelf stuurt is de identiteit. O
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9,

4

|§"’3"

ledere zijde van een tettderT" heeft een uniekéegenoverliggendeijde (waarvan
de richtingen loodrecht op elkaar staan) en ieder hoekpunt heetitgemoverliggend
zijvlak. We hebben de volgende rotatie-symmenie

e (type L) : rotatie-as door een hoekpunt en het middelpunt van het tegenover-
liggend zijvlak en rotatie-hoek20° of 240°. Omdat we4 hoekpunten hebben
hebben we du8 zulke symmetrién.

e (type M) : rotatie-as door de middens van tegenoverliggende zijden en rotatie-
hoen180°. We hebben drie paar tegenoverliggende zijden3dmslke symme-
trieén.

Samen met dalentiteitlevert ons dail 2 rotatie-symmetrién en omdaf” vier hoek-
punten heeft weten we d&t(T') een deelgroep vaf, is.

R(T) is niet Abels want beschouw de rotatieond L met hoek120° en de rotaties
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rond M met hoekl180° dan krijgen wes o r # r o s want

1

.__S.._>
—_—— | — =23 2 1
2 4
4 4
r
>
3 1 1 2
3

Met behulp van deze notatie voor de hoekpunten kunnem @® s in cykel-notatie
voorstellen
r=(1)(2,4,3) en s = (1,4)(2,3)

We kunnen met behulp vaviaple de deelgroep vafS, berekenen voortgebracht door
s ent en het blijkt dat dit allel 2 symmetri&n oplevert.

> with(group):
> r:=[[2,4,3]]:
> s:=[[1,4],[2,3]]:
> RT:=permgroep(4,{r,s}):
> groeporder(RT);
12
> elements(RT);
{Ul, 2, 4, 31, [[1, 4 [2, 3], [[1, 4, 2],
[, 3], 2, 4],
[[2, 3, 4]l [[1, 2], [3, 4]], [[1, 2, 3]|, [[1, 2, 4],
[, 3, 211 [[1, 4, 31, [1, 3, 4l}}

Een permutatier € S,, noemen weevenals in de cykel notatie vagr het aantal
cykels met een even aantal elementen een even getal altddeerende groep,, is

de deelgroep val§,, bestaande uit alle even permutaties. De drdg| is gelijk aan
2. Uit de lijst van alle elementen vaR(T') volgt :
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Stelling 2.3 De rotatie-symmetrie groeR (") van het tetré&der heeft ordd 2 en is
de alternerende groed .

N L /
t,n
2 1
[2Y
1y J /
[} | /
3 . —Ta
| \|’
| \
] ,i
!
NN
P N R |
/” / .\
e ’ (I
1” ’ 2’
na
M|

3

JS. n
\

Het hexd@derH (de kubus) heeft volgende rotatie-symmeirie

e (type L) : Rotatie-as door de centra van tegenoverliggende zijden en rotatie-
hoek90°,180° of 270°. Omdat we drie paar tegenoverliggende zijden hebben
geeft dit9 symmetrié&n.

e (type M) : Rotatie-as door de middens van tegenoverliggende zijden en rotatie-
hoek180°. Dit geeft6é symmetri&n.

e (type N) : Rotatie-as door tegenoverliggende hoekpunten en rotatie 421k
of 240°. Omdat erd paren zijn van tegenoverliggende hoekpunten leve dit

symmetrién.

Samen met de identiteit geeft dit oAst+ 6 + 8 + 1 = 24 rotatie symmetrién in
R(H).
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Merk op dat iedere rotatie-symmetrie van de kubus beaofd-diagonaal(dat is
de rechte die twee tegenoverliggende hoekpunten verbind) naar een hoofddiagonaal
stuurt.

Omdat we4 hoofd-diagonalen hebben kunnen we aan elke R(H) een element
van S, assoaderen. Bijgevolg hebben we egnoep-morfisme

en dit is injectief want een rotatie-symmetrie die allde hoofd-diagonalen invariant
laat, moet elk van de hoekpunten invariant laten (de enige andere mogelijkheid die
hoekpuntenl. — 1/, 2 — 2/, 3 — 3’ en4 — 4’ stuurt is een punt-spiegeling en
geen rotatie).

Stelling 2.4 De rotatie-symmetrie groe(H') van het tetré&der heeft ord€4 en is
isomorf metS,. De rotatie-symmetrie groeR(O) van het octéader heeft ord@4 en
is isomorf metS,.

Bewijs. We moeten enkel nog de laatste bewering bewijzen. Maar dit volgt uit duali-
teit.

AN

5

ledere rotatie-symmetrie van de kubus stuurt een middelpunt van een zijvlak naar een
ander middelpunt van een zijvlak en stuurt aangrenzende zijvlakken naar aangrenzende
zijvlakken. Dus geeft het een symmetrie op het duale veelvlak (dédeta

Omdat H ook het duale veelvlak is va®@ kunnen we de redenering omkeren en
krijgen bijgevolg een isomorfismB(H) ~ R(O). O

Als we de hoekpuntei’, 2’, 3’, 4’ benoemen als, 6, 7, 8 dan kunnen de rotatias
ens in cykel notatie voorgesteld worden als
r=>1,2,3,4)(5,6,7,8) en s=(1,8,3)(4,7,5)

en kunnen we wederom Maple gebruiken om aan te tonen dat deze twee elementen de
groepR(H) voortbrengen
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with(group):
a:=[[1,2,3,4],[5,6,7,8]]:
b:=[[1,8,3],[4,7,5]]:
RH:=permgroep(8,{a,b}):
groeporder(RH);

V VVVYV

24

\%

elements(RH);

{l. (L, 2, 3, 4], [5, 6, 7, 8]], [[1, 8 3], [4 7, 5],
[[1, 3, 6], [2, 5, 71I, [[1, 4], [2, 6], [3, 7]. [5. 8]l
[, 8l [2, 7], [3, 6], [4, 5l [[2, 7, 4], [3, 8, 6]l
[[2, 4, 7], [3, 6, 8], [[1, 6, 3], [2, 7, 3]],

[[1, 6, 8], [2, 4, 5]],

[[1, 21, [3, 7], [4, 8], [5, 6]], [[1, 8, 6], [2, 5, 4]l
[[1, 3], [2, 6], [3, 4], [7, 8]],

[[1, 3l [2, 4], [5, 7], [6, 8,

1, 3, 8], [4, 5 71, [[1, 4, 3, 2], [5, 8, 7, 6]],
[[1, 71, [2, 6], [3, 5], [4, 8]],

[[1, 31, [2, 3], [4, 8], [6, 7],

[[1, 2, 8, 7], [3, 5, 6, 4]],

[[1, 6l [2, 5], [3, 8], [4, 7]l

[[1, 51, [2, 8], [3, 7], [4, 6]l,

1, 7, 6, 4], [2, 8, 5, 3]],

[, 4, 6, 7], [2, 3, 5, 8]],

[, 7, 8, 2], [3, 4, 6, 5]}

De dodec@&der D heeft12 zijvlakken die elk een regelmatigehoek vormen. Laat
R(D) de rotatie-symmetrie groep zijn dan beweren weRlaD) transitiefwerkt op
de twaalf zijvlakken. Hiermee bedoelen we dat voor ieder paar zijvialgken f’ er
eenr € R(D) bestaat zodat(f) = f'.

Dit volgt uit de observatie dat ieder zijvlak door een rotatie kan omgezet worden in
elk van zijn5 buur-zijvlakken. Deze rotatie heeft als as de rechte orthogonaal op de
verbindingszijde die door de centra van twee tegenoverliggende zijvlakkel gmat

en de rotatie-hoek bedraan2®.

Zijnur € R(D) een rotatie die een zijvlaK in zichzelf voert dan moet de rotatie-as
vanr loodrecht staan op dit zijvlak en door het middelpunt gaan en moet als rotatie-
hoek een veelvoud var2e hebben. Bijgevolg zijn er juiss zulker € R(D). We
noemen dit detabilisator deelgroepan het zijvliakf.

Later, als we orbits van groepacties tellen zullen we bewijzen dat uit deze twee obser-
vaties volgt dat
|R(D)| =12 X 5 = 60
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waar 5 de orde is van de stabilisator deelgroeplénhet aantal elementen van de
eindige verzameling der zijvlakken vdd waaropR (D) transitief werkt.

We kunnen met Maple weer voortbrengers en een effectieve lijst van alle synménetrie
bepalen. Nummer d20 hoekpunten vadD als volgt :

14

20 18
16 7

De hoekpunten van het top-zijvlak worden genummiktde.m. 5 in tegenwijzerzin,
deze van het beneden-zijvlak t.e.m.20. De middelste hoekpunten wordéri.e.m.
15 genummerd in tegenwijzerzin. We kunnen dus etke R(D) opvatten als een
element van de symmetrische grogg.

Zij a de rotatie die top- en beneden-zijvlak bewaar?2f in tegenwijzerzin draait en
laatb de rotatie zijn met hoek2° die hoekpuntl — 6 en hoekpuné — 7. M.a.w.
deze rotaties hebben de volgende cykel-notaties

a=(1,2,3,4,5)(6,8,10,12,14)(7,9,11,13,15)(16, 17, 18, 19, 20)
b=(1,6,7,8,2)(3,5,15,16,9)(4, 14, 20,17,10)(12,13,19, 18, 11)

> with(group):
> a = [[1,2,3,4,5],[6,8,10,12,14],[7,9,11,13,15],[16,17,18,19,20]]:
> b := [[1,6,7,8,2],[3,5,15,16,9],[4,14,20,17,10],[12,13,19,18,11]]:
> RD:=permgroep(20,{a,b}):
> groeporder(RD);

60
> elements(RD);

1, 2, 3, 4, 5], [6, 8 10, 12, 14], [7, 9, 11, 13, 15],

[16, 17, 18, 19, 20]],

[[1, 18], [2, 17), [3, 16], [4, 20], [5, 19], [6, 11], [7, 10], [8, 9,

[12, 15], [13, 14]],

[, 12, 9], [2, 4, 10], [5, 11, 8], [6, 13, 17], [7, 14, 18], [15, 19, 16]],
[[1, 18], [2, 19, [3, 13], [4, 12], [5, 11], [6, 17], [7, 16], [8, 20],

[9, 15], [10, 14]],

[, 19, 8, 14, 17], [2, 13, 9, 5, 18], [3, 12, 10, 4, 11],

[6, 20, 7, 15, 16]],
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[[L, 6], [2. 15], [3, 20], [4, 16], [5, 7], [8, 14], [9, 13], [10, 19],

11, 18], [12, 17]),

[, 16], [2, 20], [3, 19], [4, 18], [5, 17], [6, 7], [8, 15], [9, 14],

[0, 13], [11, 12]],

[, 19, 3, 15, 11], [2, 20, 10, 6, 18], [4, 14, 12, 5, 13],

[7, 17, 8, 16, 9],

[[1, 10, 13], [2, 11, 14], [3, 12, 5], [6, 9, 19], [7, 17, 20], [8, 18, 15]],
[[1, 15, 19, 11, 3], [2, 6, 20, 18, 10], [4, 5, 14, 13, 12],

[7, 16, 17, 9, 8],

[[1, 20, 12], [2, 16, 11], [3, 7, 18], [4, 6, 19], [5, 15, 13], [8, 17, 10]],
[[L 3,5 2 4], [6, 10, 14, 8, 12], [7, 11, 15, 9, 13],

[16, 18, 20, 17, 19]],

[[L, 10, [2. 3], [4, 8], [5, 9], [6, 11], [7, 12], [13, 16], [14, 17],

[15, 18], [19, 20]),

[[L, 11, [2, 12, [3, 4], [5, 10], [6, 18], [7, 19], [8, 13], [9, 14],

[15, 17], [16, 20]),

[[L, 8, 17, 19, 14], [2, 9, 18, 13, 5], [3, 10, 11, 12, 4],

6, 7, 16, 20, 15]],

[[L 5, [2. 14], [3, 15], [4, 6], [7, 12], [8, 13], [9, 19], [10, 20],

[11, 18], [17, 18],

2, 6 5], [3, 7, 14], [4, 8, 15, [9, 20, 12], [10, 16, 13], [11, 17, 19]],
[, 12], [2, 13], [3, 14], [4, 5], [6, 11], [7, 18], [8, 19], [9, 20],

[10, 15], [16, 17]],

[[1, 14, 19, 17, 8], [2, 5, 13, 18, 9], [3, 4, 12, 11, 10],

[6, 15, 20, 16, 7],

[[1, 17, 14, 8, 19], [2, 18, 5, 9, 13], [3, 11, 4, 10, 12],

[6, 16, 15, 7, 20]),

[[1, 11, 15, 3, 19], [2, 18, 6, 10, 20], [4, 13, 5, 12, 14],

[7. 9, 16, 8, 17]),

[[1, 6, 7. 8, 2], [3, 5 15, 16, 9], [4, 14, 20, 17, 10],

[11, 12, 13, 19, 18]],

[[1, 6, 15, 14, 5], [2, 7, 20, 13, 4], [3, 8, 16, 19, 12],

[9, 17, 18, 11, 10]),

[[L, 18], [2, 11], 3, 10], [4, 9], [5, 17], [6, 19], [7, 13], [8, 12],

[14, 16], [15, 20]],

L, 4, 2. 5, 3], [6, 12, 8, 14, 10], [7, 13, 9, 15, 11],

[16, 19, 17, 20, 18]],

[, 3, 11, 19, 15], [2, 10, 18, 20, 6], [4, 12, 13, 14, 5],

[7, 8 9, 17, 18]],

[, 7,17, 11, 4], [2, 8, 9, 10, 3], [5, 6, 16, 18, 12],

[13, 14, 15, 20, 19]],

[[1, 15, 5, 6, 14], [2, 20, 4, 7, 13], [3, 16, 12, 8, 19],

[, 18, 10, 17, 11]),

[[1, 4, 11, 17, 7), [2, 3, 10, 9, 8], [5, 12, 18, 16, 6],

[13, 19, 20, 15, 14]),

[[1, 20, [2, 19], [3, 18], [4, 17], [5, 16], [6, 15, [7, 14], [8, 13],

[9, 12, [10, 11]],

[[1, 10, 16], [2, 9, 7], [3. 17, 6], [4, 18, 15], [5, 11, 20], [12, 19, 14]],
[[L, 9, 20], [2, 17, 15], [3, 18, 14], [4, 11, 13], [5, 10, 19], [6, 8, 16]],
[[1, 14, 4], [2, 15, 12], [3, 6, 13], [7, 19, 10], [8, 20, 11], [9, 16, 18]],
[[L, 7, 15), [2, 16, 14], [3, 17, 13], [4, 9, 19], [5, 8, 20], [10, 18, 12]],
[[1, 12, 20], [2, 11, 16], [3, 18, 7], [4, 19, 6], [5, 13, 15], [8, 10, 17]],
[[L, 9, 12), [2, 10, 4], [5, 8, 11], [6, 17, 13], [7, 18, 14], [15, 16, 19]],
[[1, 14, 6, 5, 15], [2, 13, 7, 4, 20], [3, 19, 8, 12, 16],

[9, 11, 17, 10, 18]],

[, 8 3], [4, 6, 9], [5, 7, 10], [11, 14, 16], [12, 15, 17], [13, 20, 18]},
[[1, 13, 10], [2, 14, 11], [3, 5, 12], [6, 19, 9], [7, 20, 17], [8, 15, 18]},
[, 2), [3 6], [4, 7], [5 8], [9, 14], [10, 15], [11, 20], [12, 18],

[13, 17], [18, 19]],

[[1, 5, 4 3, 2), [6, 14, 12, 10, 8], [7, 15, 13, 11, 9],

[16, 20, 19, 18, 17]),

[[1, 17], [2. 16], [3, 20], [4, 19], [5, 18], [6, 9], [7, 8], [10, 15],

[11, 14], [12, 13]],

[[1, 16, 13], [2, 17, 12], [3, 9, 11], [4, 8, 18], [5, 7, 19], [6, 20, 14]],
[[L 3, 8], [4, 9 6], [5 10, 7], [11, 16, 14], [12, 17, 15], [13, 18, 20]],
[[1, 5, 14, 15, 6], [2, 4, 13, 20, 7], [3, 12, 19, 16, 8],

[, 10, 11, 18, 17]),

[[1, 13, 16], [2, 12, 17], [3, 11, 9], [4, 18, 8], [5, 19, 7], [6, 14, 20]],
[[1, 15, 7], [2, 14, 16], [3, 13, 17], [4, 19, 9], [5, 20, 8], [10, 12, 18]],
[[L, 19], [2, 18], [3, 17], [4, 16], [5, 20], [6, 13], [7, 12], [8, 11],

[9, 10, [14, 15]],

[, 4, 14], [2, 12, 15], [3, 13, 6], [7, 10, 19], [8, 11, 20], [9, 18, 16]],
[, 17, 4, 7, 11], [2, 9, 3, 8, 10], [5, 16, 12, 6, 18],

[13, 15, 19, 14, 20]],

[, 8 6 2 7], [3 16, 5, 9, 15], [4, 17, 14, 10, 20],

[11, 19, 12, 18, 13]),

[2. 5, 6], [3, 14, 7], [4, 15, 8], [9, 12, 20], [10, 13, 16], [11, 19, 17]],
[[1, 20, 9], [2, 15, 17], [3, 14, 18], [4, 13, 11], [5, 19, 10], [6, 16, 8]],
[[1, 13], [2, 19], [3, 20], [4, 15], [5, 14], [6, 12], [7, 11], [8, 18],

[9, 17, [10, 16]],

[[L, 7. 2. 6, 8], [3, 15, 9, 5, 16], [4, 20, 10, 14, 17],

[11, 13, 18, 12, 19]],

[[1, 11, 7, 4, 17), [2, 10, 8, 3, 9], [5, 18, 6, 12, 16],

[13, 20, 14, 19, 15]],

[l 2, 8 7, 6], [3, 9, 16, 15, 5], [4, 10, 17, 20, 14],

[11, 18, 19, 13, 12]),

[ 9, [2 8, [3 7], [4 16], [5 17], [6, 10], [11, 15], [12, 20],

[13, 19], [14, 18],
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[[1, 16, 10], [2, 7, 9], [3, 6, 17], [4, 15, 18], [5, 20, 11], [12, 14, 19]]

Ten behoeve van de meer ambitieuze student schetsen we hoe je zelf de structuur van
de groepR(D) kan bepalen. De dodegder bevat kubussen

waarvan alle hoekpunten ook hoekpunten van de d@tlrazijn en waarvan iedere
zijde eendiagonaalis van een van de regelmati§ehoeken van de dodegder.

Er zijn 12 zijden in een kubus en er zijn net zoveel zijvlakkern Merk op dat ieder
zijvlak van D juist 1 kubus-zijde als diagonaal toelaat. Er is niks speciaal aan deze
diagonalen en dus zijn er in tota@lzulk ingeschreven kubussen In (telkens met
andere diagonalen).

Bijgevolg zal elke rotatie-symmetrie vd een permutatie bepalen van dézeubus-
sen en dus krijgen we een groep-morfisme

R(D) — Ss

(vergelijk dit met het argument van de hoofd-diagonalen in het bewijRdd#{ ) ~
S4). Rest nog de volgende (niet triviale) zaken na te gaan :

e Deze map is een inclusie.

e Door rotaties rond assen dtegenoverliggende hoekpunten vBnverbinden
te beschouwen kan je onder deze map ie@ergkel (u, v, w) in S5 bekomen.

e De alternerende groefs heeft orde60 en is voortgebracht door alke-cykels
in Ss.

Hieruit volgt :
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Stelling 2.5 De rotatie-symmetrie groeR (D) van het dodedader heeft ord&0 en
is isomorf met de alternerende grogly. De rotatie-symmetrie groeR(I) van het
icosader heeft ord®0 en is isomorf met de alternerende grodp.

Wederom volgt de laatste bewering uit dualiteit. We hebben nu dePdzi@nische
groeperbepaald.

e Detetraéder-groefdl = R(T') heeft ordel2 en is isomorf metd,.
e Deoctaéder-groepD = R(H) = R(O) heeft orde24 en is isomorf mesS,.

e Deicosader-groefl = R(D) = R(I) heeft ordes0 en is isomorf metds.

Plato (427-347 v.c.)

Plato richtte in 389 v.c. dAcademie van Athergp en zat deze voor tot zijn dood in

347 v.c. De naami\cademiegkomt van Academos, de naam van de man die de grond
bezat waarop de academie werd gebouwd. De academie stelde zich tot doel onderzoek
en onderricht te verichten in de filosofie en de wetenschappen.

De regelmatige veelvlakken worden de veelvlakken van Plato genoemd (hoewel ze
ontdekt werden door anderen) omdat hij in "Timaeus’ een wiskundige constructie van
de elementen (aarde, vuur, lucht en water) gaf gebruikmakend van de kubésldgtra
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octaeder en icosader. Het vijfde Platonische veelvlak, het dodater, was Plato’s
model voor het universum.

De afbeelding is een detail van Raphael’s 'School van Athene’. Meer informatie over
Plato kan je vinden op

http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/™ history/Mathematicians/Plato.html




les 3

DE ROTATIE GROEP SO5(R)

—

We kiezen eerfrechtsdraaiend) orthogonaal referentiestel¢e! &, 7/, Z2) en kunnen
t.o.v. dit stelsel iedereectors € R3 voorstellen doormiddel van zijn éedinatene,y
enz

y/

X

We spreken af dat we vectoren steeds zullen noterekoldsn-vectoren

/

T T
v=|y| W= |y'| eR®
z 2!

R3 is eenvector-ruimte d.w.z. dat we vectoren kunnen optellen en vermenigvuldigen
met een scalair

x4+ x PV
T+wW=|y+vy en AT = | Ay
z+ 2 Az

Eenlineaire afbeeldingf : R® —— R3 is een afbeelding die compatibel is met som
en scalair product, d.w.z. zodanig dat

F (AT + pb) = Af(F) + pf (W)

ledere lineaire afbeelding is volledig vastgelegd door zijmatrix Ay waarvan de
kolommen gegeven worden door de beelden vabadgs-vectoren

1 0 0
et = 1|0 e = |1 e; = |0
0 0 1
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D.w.z. als
a aio a3
f(e_i) = |a21 f(e_ﬁ) = [QG22 f(e_é) = |a23
asi aszz aszs

dan is de bijhorende matrid ; gegeven door

a;; aiz2 Qais
Af = |(G21 G22 Qa23
31 Q32 ass

We kunnen darf (¥) bepalen als hehatrix-productA ;.v. Immers,
f(¥) = f(ze1 + yéx + zé3) = xf(€1) + yf(€) + zf(€3)

en dit levert de vector met éodinaten

xay; + yaiz + zass a1 Q12 Qg x
Taz + Yagze + za23| = |G21 G2 az3| . |y| = As. ¥
rasz, + yasz + zass as; Q32 0ass z

wegens deij-kolom regelvoor matrix-vermenigvuldiging.

De afstandtussen de punten bepaalt door twee vectaig@ € R2 en hetin-product
tussen twee vectoref, w € R wordt gegeven door

{d(a, @) = /(x— )2+ (y — ¥)2 + (z — 2/)?

V.90 = xzx’ +yy' + 22’

Eenisometrieis een lineaire afbeelding : R® —— R3 die het in-product bewaart,
d.w.z.

Vo, € R® : f(7).f(wW) = 7.0
In het bijzonder wordt eenrthonormaal referentiestelsélat is een basis van norm

1 vectoren die loodrecht op elkaar staan) onder een isometrie afgebeeld op een nieuw
orthonormaal referentie-stelsel.

Stelling 3.1 Een lineaire afbeelding : R3 —— R3 is een isometrie als en slechts
als
AL A =13

waarbij A% degetransponeerde matiixvanA; enl; deidentiteits3 x 3 matrix
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Bewijs. Bij definitie van de getransponeerde matrix hebben we dat

a;; az1 asy ai;; Qi2 ais

T —_
Af-Af = |Q12 Q22 Qg2 . (G21 Q22 Q23
a1z Qa23 ass az; asz2 ass

en omdat de kolommen va# ; de beelderyf (é&;) voorstellen kunnen we deze matrix,
gebruikmakend van de rij-kolom regel voor matrix-vermenigvuldiging, schrijven als

f(ei).-f(er) f(é1).f(ez) f(er).f(es) 100
f(e2).r(e1) f(e2).f(ex) f(ez2).f(es)| = (0 1 0
f(es).f(er) f(es).f(e2) f(ez).f(e3) 001

waaruit het gestelde volgt. O

De determinantvan eer8 x 3 matrix Ay, det(Ay) wordt gegeven door

11022033 + A12023031 + 13032021 — Q13031022 — A23A32011 — (12021033

Hieruit volgt datdet(A%) = det(Ay) en omdat de determinant van het product van
matrices het product van de determinanten is geldt

1 = det(I3) = det(A}.Ay) = det(A%)det(Ay) = det(Ay)?

en dus isdet(Ay) = %1 voor elke isometrief.

We noemen een isometrig orientatie-bewarendindien det(Ay) = +1 en
orientatie-omkerenéhdiendet(As) = —1.

Stelling 3.2 De isometrién vanR2 vormen een groep onder samenstelling. De groep
van matrices

noemen we derthogonale groep

De orientatie-bewarende isometiie vanR3 vormen een groep onder samenstelling
en de bijhorende groep van matrices

S0;(R) = {Ay € M3(R) | A7.Ay = I3 en det(Ay) =1}
noemen we deotatie groep

Bewijs. Als f eng isometriéén zijn moeten we nagaan dato g een isometrie is, of
op matrix-niveau dafl yo; = A5. A4 € O3(R). Immers,

(Af.Ag)T(Af.Ag) = AT AT.A; Ay = AT I3 Ay = Iy
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Een isometrie heeft een inverse afbeelding die opnieuw een isometrie is met matrix
Ap1 = A%

en natuurlijk is de samenstelling van afbeeldingen associatief (of, equivalent, het pro-
duct van matrices is associatief). Dit toont aan@afRR) een groep is. Dat de rotatie
groepSOs(R) hiervan een deelgroep is volgt uit

det(As.Ay) = det(Ay).det(Ay) = +1

O

We zullen nu een excpliciete beschrijving geven van de rotatie matrix g¥6B{RR)
en in het bijzonder aantonen dat deze groep @quarameters beschreven wordt. Met
andere woorden, de rotatie gro§@;(R) is eendrie-dimensionale Lie groep

We herhalen eerst de overgangsmatrix van een rotatie in tegenwijzerzin onder een hoek
¢ van het vlakR?

Uit de tekening volgt dat de beelden van de twee basis-vectoren door goniometrische
termen gegeven worden

wop=[n@] o =[]

en bijgevolg is de overgangs-matuk; € SO, (R)

4= [ o))

Op analoge wijze kan een rotatie V&3 bepaald worden door drie hoekén, 3, ),
de zgn. Euler-hoekerdie de positie van het originele referentiestelskl, Y, Z) en
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het geroteerde referentiesteléel y, z) vastleggen.

Hier is 3 de hoek tussen d&Z-as en dez-as, « is de hoek tussen dX -as en de
projectievan dez-as op het X, Y')-vlak en+ is de hoek tussen deas en de rechte in
R3 bepaald als doorsnede van i§&f, Y')-vlak met het(x, y)-vlak. Hierbij variéren
deze hoeken in volgende intervallen

0°< a<360° 0°<B<180° 0°<~ < 360°

We gaan nu deze rotatie beschrijven als de samenstelling van drie vlakke rotaties.

Z 7
2(2)

Nl) y(2)

Y N
x(1 -

X X x(2)

Y

De overgang van het eerste stelsel (het originele) naar het tweede stelsel wordt gegeven
door een rotatie met as dé-as en rotatie-hoek. Bijgevolg halen we de overgangs-

matrix uit deze van een vlakke rotatie
cos(a) —sin(a) 0

A, = |sin(a) cos(a) O

0 0 1
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z(2)

De overgang naar het derde stelsel wordt gegeven door een rotatie mey ) aes
en rotatie-hoel3. Bijgevolg wordt de overgangsmatrix vdm(2), y(2), 2(2)) naar
(=(3),y(3), 2(3)) wederom gegeven door deze van een vlakke rotatie

cos(B) 0 sin(,@)]
Ag = o 1 0
—sin(B) 0 cos(B)
¥/ Z
Z(3)

Tenslotte wordt de overgang naar het finale referentie-stétsg), z) gegeven door
een rotatie met als as de(3)-as en rotatie-hoeky. De overgangsmatrix van
((3),y(3), 2(3)) naar(x, y, z) is gegeven door

cos(vy) —sin(y) 0
A, = |sin(y) cos(y) O

0 0 1

Bijgevolg is de matrix die hoort bij deze rotatfegegeven dood ; = A,AgA, €n
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gelijk aan
cos(a)cos(B)cos(vy) — sin(a)sin(y) —cos(a)cos(B)sin(~) cos(a)sin(3)
sin(a)cos(B)cos(vy) + cos(a)sin(y) —sin(a)cos(B)sin(vy) + cos(a)cos(vy) sin(a)sin(3)

—sin(B)cos(v) sin(B)sin(vy) cos(B)

Een alternatieve methode om de rotatie gré&p; (R) meetkundig voor te stellen is
als volgt. NeemB de bol met straal 80

B = {¥ € R® | d(0,7) < 180}

ledere € B bepaalt een rotatie vaR3 met as de rechtév en het aantal graden
van de rotatie-hoek (in tegenwijzer-zin) de afstand tot de oorsprong. Veatonemet
inwendige vanB bepalen de rotatie eenduidig maar omdat een punt op de rand van
B en zijnantipodaal pun{D.w.z. punt-spiegeling t.0.\0) dezelfde rotatie defigren
kunnen weSO;(R) meetkundig identificeren met

B/ ~= B =P*R)

de bol waarvan antipodale punten op de raniiguetificeerd zijn. Als je meer weet
over meetkunde zal je inzien dat dit een voorstelling is ahimensionalgrojectie-

ve ruimteP3. Dit is volkomen analoog met de beschrijving van het projectieve viak
P2(R) als de eenheidsschijf met antipodale punten van de raide gtficeerd.
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Leonard Euler (15 April 1707 Basel - 18 Sept 1783 St Petersburg)

Euler leverde belangrijke bijdragen in diverse takken van de wiskunde : getaltheorie,
analyse, meetkunde en topologie. Veel van door hem ingevoerde notatie gebruiken we
nog steeds f (x) voor de functiewaarde (17349 voor de natuurlijke logarithme basis
(1727),% voor /—1 (1777),m voor pi, >_ voor sommatie ez (y) voor verschillen,

enz.

In getaltheorie bestudeerde hij zgn. Fermat priemgetallen en introduceerde the Euler
¢(n) functie voor het aantal getalldndie copriem zijn met:. Verder bestudeerde

hij de zeta-functie
1
C(s) = oy

neN
4

en bewees allerlei functiewaarden zog(2) = %2, ¢(4) = 345 -+ O0k bewees hij

de gekende relatie
1 1
C S) = —_ = 1 - — -1
(=3 =Ia-20

waar het oneindig product genomen wordt over alle priemgetallen. Ook bestudeerde
hij complexe getallen waaronder de formule

e'? = cos(¢) + isin(¢)
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Hij leverde verscheidene bijdragen in de fysica gebruikmakend van differentiaal ver-
gelijkingen en bestudeerde in differentiaal meetkunde b.v.b. de kromming van opper-
vlakken.

Euler kan ook het vaderschap opeisen van de topologie waarin zijn belangrijkste bij-
dragen de notie van deuler characteristiekzan een polyhedron (b.v.b. deze van een
convex polyhedron i zoals in les 1) en van edauler wandelingin graf-theorie.
Deze notie ontstond uit h@bruggen problem van &higsberg.

Kan je tijdensl wandeling elk van de zeven bruggen slechteer oversteken? (Oe-
fening : bewijs dat dit niet mogelijk is).
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EINDIGE ROTATIE GROEPEN

Nu we een matrix-beschrijving kennen voor een rotatie SO3(R) kunnen we de
groepen van Plato ook voorstellen als eindige matrix-deelgroepeS@aiiR) (in de

plaats van ze te beschrijven als abstracte groepen van permuaties van de hoekpunten).
We zullen het voorbeeld van detraéder-groegl uitwerken en de details vo@b enl

als oefening laten.

Neem als hoekpunten van het téarT” de punten met dgardinaten
pP=(,1,1), Q@q=(-1,-1,1), R=(1,-1,-1) en S=(-1,1,-1)

Het centroied puntd.w.z. de doosnede van de middellijnen van overstaande zijden, is
de oorspron® = (0, 0, 0). Elke rotatie-as zad bevatten.

De twee rotaties rond de a@P met rotatie-hoek1 20° resp. 240° (type L rota-
ties uit les2) permuteren de drie coordinaat-ass€nY en Z en geven bijgevolg de
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permutatie-matrices

T120 = en 7oy =

o = o
= o O
o O =
= o O
o O =
o = O

Dit zijn inderdaad rotatie-matrices 03 (R).

Een rotatie van typ@Z heeft b.v.b. als rotatie-as de middelpunten van de zijléh
enRS. Ditis de Z-as. Roteren met hoadd80° inverteert deX enY as en bijgevolg
is de bijhorende matrix

-1 0 O
s=|(0 -1 0
0 0 1

We hebben eerder al gezien aao ens de symmetrie groef voortbrengen. Ga als
oefening na dat je inderdaad door deze matrices te vermenigvultizyearschillen-

de rotatie matrices iI$O3(R) bekomt en associeer aan iedere matrix de bijhorende
permutatie van de hoekpunten.

Door dit te herhalen voor de Plato groepg@r{foctaéder-groep) efii (icosader-groep)
krijgen we drie eindige groepen van rotatie-matrice§ @3 (R) met orded 2 (T), 24
(0) en60 (I).

Zijn er nog andere? b.v.b. wanneer is de deelgroep voortgebracht door 3lectzte
r € SO3(R) eindig (en bijgevolgcyclischD.w.z. isomorf metZ /k7Z voor zekere
kez)?

Stelling 4.1 De deelgroepr) C SO;3(R) voortgebracht door de rotatie is eindig
en cyclisch als en slechts als de rotatie-hoek wvarntgedrukt in graden een rationaal
getal is.

Bewijs. Als de rotatie-hoek van a® is dan is de rotatie-hoek vart gelijk aanna®.
Indienr™ = I3 de identiteit is dan moet de rotatie-hoek aan geheel aantal Béh
bedragen, m.a.w:™ = I3 als en slechts als

na = m360
endusisa = (360m)/n een rationaal getal. Omgekeerd, als= k/l dan zak-36%

de identiteit zijn. O

Omdat de rationale getallen een aftelbare verzameling vormen in de overaftelbare ver-
zameling[0, 360] zullen de 'meeste’ rotaties een oneindige deelgroepSan (R)
voortbrengen. We kunnen de cyclische gr@efkZ opvatten als de symmetrie groep
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van een convex veelvlak iR, namelijk depyramidemet grondvlak een regelmatige
k-hoek.

De enige symmetrie-as is de rechte door de top en het middelpunt van de veelhoek,
alle rotatie-hoeken zijn veelvouden va60° / k.

Beschouw nu een veelvlak dat als grond- en boven-vlak een regelnkatigek heeft

en waarvan alle zij-vlakken rechthoeken zijn. Rotaties met as de loodlijn op het mid-
delpunt van de regelmatigehoeken en hoek een veelvoud \&60°/k zijn opnieuw
rotatie-symmetrién van deze figuur.
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Er zijn er echter nog andere! Beschouw als rotatie-as de rechte door de middelpunten
van twee tegenoverliggende zij-vlakken (indkerven is) of door het middelpunt van

een zijde en het midden van de tegenoverliggende ribbe (irdi@meven is) en als
rotatie-hoek180°. Dit is een nieuwe rotatie-symmetrie van de figuur (want ze stuurt
hoekpunten van het grondvlak naar hoekpunten van het bovenviak (en omgekeerd)).

Laatr de rotatie met hoeB60°/k rond de as loodrecht op het bovenviak zijnsete
rotatie met hoek 80° rond de horizontale symmetrie as. Dan gelden direct volgende
identiteiten

ro=e€ en ST = e

waare = I3 is de identiteits-rotatie. De rotatiesen s commuteren evenwel niet met
elkaar. Men gaat na dat

sor=rFlos of, equivalent sor=r"los

en dus krijgen we als symmetrie groepdikeder-groep
Dy = (r,s|r* =e= s’ r.s.r = s)

Door deze relaties te gebruiken zien we @iy bestaat uit volgende elementen

k

{e,r,72,...,r* 1 s,r5,7%s,...,7F 1.5}

en dus heefD,, orde2k.

Door speciale veelvlakken te bestuderen hebben we dus reeds heahaigé rotatie
groepenin SO3(R) gevonden. Namelijk

e Twee oneindige families van groepen : delishe groepef./ k7, en dedihe-
der groepenD,, voor allek € N.

e Drie uitzonderingsgroepen : detraéder groepl’, de octaéder groepO en de
icosader groef.

Maar misschien kunnen we er nog meer vinden door de rotatie-symmetrie groepen te
bepalen van andere veelvlakken. In de volgende twee lessen zullen we echter bewijzen
dat dit onmogelijk is en dus dat we een volledige klassificatie al hebben.

De strategie van het bewijs is de volgende. Gijeen eindige rotatie-deelgroep van
SO3(RR) en bekijk de eindige verzamelifig van allepolenvanG (dat is, de intersec-
ties van de rotatie-assen van elementen&amet de eenheids-sfeer). Door de actie
van G op V te bestuderen zullen we restricties kunnen leggen op het aanbiés
(banen) van de actie en daardoor bewijzen@&en van de reeds gekende symmetrie-
groepen moet zijn.
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Niels Henrik Abel (5 Aug 1802 Frindoe, 6 April 1829 Froland)

Commutatieve groepen worden oAkelse groepegenoemd naar de Noorse wiskun-
dige Niels Henrik Abel. Op zijn 16de bewees hij een veralgemening van de binomiaal
formule en op zijn 19de bewees hij dat een algemene vijfde graads vergelijking niet
opgelost kan worden met behulp van radicalen (wortels trekken). In het bewijs hiervan
introduceerde hij (onafhankelijk va@alois) de notie van een groep. Groep theorie
heeft toepassingen in verschillende takken van de wiskunde maar ook in fysica, b.v.b.
in de klassificatie van elementaire deeltjes.

Meer informatie over het leven en werk van Abel kun je vinden op

http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Abel.html
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TELLEN VAN ORBITS

Als X een eindige verzameling is vanelementen, b.v.bX = {1,2,...,n} en
alsG een groep is dan defiimien we eeltz-actie opX als een afbeelding

GxX—X (g,x) — g.x

die voldoet aan de volgende voorwaarden :

e (eenheid naar identiteitve € X : e.x = x

e (compatiebel met groepswetyyg, h € G,Vx € X : (g.h).x = g.(h.x)

De actieg.— van een element va@ levert bijgevolg een bijectie oX of m.a.w. een
permutatie van de-elementen vaX .Noteer meip(g) de permutatie

1 2 ... n

¢(9) = gl g2 ... gn

Een andere manier om te zeggen dat we@egictie opX hebben is dat de afbeelding
G— S, g — ¢(g)
is eengroepsmorfismed.w.z. ¢(e) = id,, en¢(g.h) = ¢(g) o ¢(h). (Gana!)

Voor x € X noemen we derbit vanx (baan vanr) de verzameling van beelden
onder deG-actie

O(xz) ={g9.x|g € G}
De stabilisatorG,, van deG-actie inz € X is de verzameling groepselementen die
x onveranderd laat
G,={9€G|gx=x}
G, is eendeelgroepranG. Immers,e € G, en alsg, h € G, dan geldt ook
(g-h).x =g.(h.x) =gx ==

EenG-actie opX noemen wedransitiefals er slechtd orbit is, d.w.z. voor elk paar
elementenc.y € X kunnen we eeg € G vinden zoday = g.x.
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Voorbeeld 5.1 Laat X de verzameling van zijden een een h&dar (cubus) zijn en
beschouw de cyclische gro&y 4Z voortgebracht door de rotatie-symmetrie van de
cubus met als as de rechte door de middelpunten van boven- en ondervlak en rotatie-
hoek90°.

/.l/

P

|

Deze actie heeft juist orbits, nl. de zijJden van het ondervlak, de rechtopstaande zijden
en de zijden van het bovenvlak. Omdat geen van de zijden op z'n plaats gelaten wordt
onder de actie va@ # g € Z/47 volgt dat de stabilisator-deelgroepéh, allemaal
triviaal zijn G, = {0}.

Twee deelgroepeid en H’ van een groef= noemen weyeconjugeerdls we een
g € G kunnen vinden zodat
H =g.H.g' ={g.h.g7' |g € G}

en twee elementeh, h’ € G noemen wegeconjugeerdals h’ = g.h.g~! voor
zekereg € G.

De conjugatie-notie definieert eequivalentie relatieop elementen vat: en de bij-
horende equivalentie-klassen noemen wealgugatie-klassen vafy'.

Stelling 5.2 Onder eenz-actie opX hebben punten in dezelfde orbit geconjugeerde
stabilisator deelgroepen.

Bewijs. Stely € O(x) d.w.z.y = g.x dan beweren we dgtG,.g~* = G,. Om
te beginnen geldy.G,.g~* C G, wantalsh € G, dan

(9-h.g™').y =g(h(g7'y) =g(hax) =gz =1y
dusg.h.g~! € G,. De omgekeerde inclusie volgt yit *.G,.g C G,. O
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Als H een deelgroep is vaf¥ dan kunnen we een equivalentie-relatie défien
g~g  alsenslechtsals 3Jh € H : ¢’ = h.g

(ga na dat dit een equivalentie-relatie is). De equivalentie-klassen voor deze relatie
noemen we dénks nevenklassen vall in G en de verzameling van deze nevenklas-
sen noteren we me&¥/ H. Merk op : G/ H is niet noodzakelijlopnieuw een groep.

Ga na wanneer dit wel het geval is!

Stelling 5.3 Voor eenGG-actie op X geldt dat voor aller € X de afbeelding
g.xz— gG,

een bijectie geeft tussen de orldX(x) en de nevenklassed /G,. Bijgevolg is het
aantal elementen in de orbf (x) gelijk aan|G|/|Gx|.

Bewijs. De afbeelding is duidelijk surjectief. Stel gy g’ zodatgG, = g’G, dan is
g’ = g.h voor zekereh € G, maar dan geldt dat

g'.x = (g.h).z) = g(h.x) = g.x

en bijgevolg bepaleg’.x eng.x hetzelfde puntin de orb® (x), d.w.z. de afbeelding
is ook injectief. O

Een toepassing van deze stelling is dat de orde van de rotatie-symmetrie groep van het
dodec&der orde60 moet hebben. Immers, de groep werkt transitief op alle zijvlakken
(d.i. er is slechtd orbit) en de orde van de stabilisator deelgroep van een zijvlak is
Omdat|O(x)| = 12 (het totaal aantal zijvlakken) volgt dat

1G| = |O(2)||Ga| = 12.5 = 60

Duaal met de notie van stabilisator deelgroep défemn we deverzameling van fix-
punten
X9={x € X |gx ==z}

als de elementen vaX die doorg € G op zichzelf worden afgebeeld. We kunnen
nu het aantal orbits van e€#-actie opX tellen.

Stelling 5.4 (tel-stelling) Het aantal verschillende orbits voor ed&-actie op X
wordt gegeven door de formule
1
|G|

> 1xe

geG

D.w.z. het aantal orbits is het gemiddelde aantal elementen dat door een element van
G gefixed blijft.
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Bewijs. Het aantal elementen

#{(g)xr) e GX X |g.x =z}

kan zowel opgevatworden &s . [ X?] als}_, . x |G=|. Omdat punten in dezelfde
orbit geconjugeerde stabilisatoren hebben kunnen we de tweede som herschrijven als

k k
YD |Gal =) |Xil|Gal
i=1 x€X; =1
waarXy, ..., Xy de verschillende orbits zijn e € X; een gekozen punt. Maar dit
is gelijk aan
k k
Y lo@)||Gzl =) |G| = k|G|
=1 =1

gebruikmakend van de voorgaande stelling. We hebben dus bewezen dat

Y I1X% =) |G| = k|G|

geG zeX

waaruit het gestelde volgt. O

In het bovenstaane voorbeeld varigdZ-actie op de zijdeX van een kubus hebben
we datX? = X en datX9 = 0 voor alleg # 0. Dus krijgen we

# orbits = 3(12+0+0+0) =3
Stelling 5.5 Voor eenG-actie opX geldt
| X" = X"
wanneerh’ = g.h.g—! geconjugeerd zijn.
Bewijs. alsz € X" dan beweren we dgt.x € X". Immers,

h'.(g.x) = (g-h.g7").(g.z) = g(h(g™'.g.x)) = g(h.x) = g.x

Analoog geldt dat alg € X"* dan ookg—'.y € X" en beide afbeeldingen geven
de gevraagde bijectie tussaff* en X' O

Veronderstel dat twee kindereédice enBob een voorraad kubussen hebben en twee
verfpotten (rood en blauw). Zij kleuren de kubussen op volgende wijze

e (Alice) : kleur elke zijde van de kubus ofwel rood ofwel blauw.
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e (Bob) : Verdeel elk zijvlak in twee gelijke delen met een horizontale of verticale
rode of blauwe rechte zodat geen van deze rechten elkaar raakt.

Bob’s kleur-regel kan beter begrepen worden met een tekening

L~ -

Welk van beiden kan de meeste essentieel verschillende gekleurde kubussen produce-
ren? Hierbij noemen we twee kleur-kubussen essentieel verschillend als ze niet door
een rotatie-symmetrie in elkaar omgezet kunnen worden.

Dus, b.v.b. als Alice het bovenvlak blauw schildert en alle andere vlakken rood is
dat essentieel dezelfde kubus als deze met alle vlakken rood bdahaivéak blauw.

De rotatie symmetrin voor het probleem van Alice is de volledige rotatie symmetrie
groep van de kubus.

We herhalen dat de rotatie-symmetrie groep van hetduwxa(de kubus) de oéder
groepO ~ S, is, de permutatie groep opletters. De identificatie wordt gegeven
door de4 letters te interpreteren als dehoofddiagonalen van de kubus. We moeten
eerst de conjugatie klassen bepalersin (Meer informatie kan je ook vinden in de
cursus 'Algebra’).

In de permutatie groef,,, neem eemykel

h = (ai,as,...,a,) = B: ZZ " ZJ
en een willekeurige permutatie
1 2 . n
7= [gu) 9(2) ... g(nJ

dan weten we dat het geconjugeerde elemehtg—! gelijk is aan

[ 1 2 ... n } {al as ... ar} [g(l) g(2) ... g(n)}

g(1) g2) ... g(n)| |az az ... a1| | 1 2 ...
en deze permutatie is gelijk aan

g(a1) g(az) ... g(a,)| _
{g(aﬂ) g(as) ... g(al)} = (g(a1),g9(az),...,g(a;))
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Stelling 5.6 Twee permutaties, = € S,, zijn geconjugeerd als en slechts als ze
dezelfde cykel-lengten hebben.

Bewijs. Hierboven hebben we al gezien dat twee geconjugeerde permutaties dezelfde
cykel-lengten hebben. Uit het bewijs volgt eveneens dat als

o= (a1,..eyai;)(bry.oybiy) i (Z1ye ey 24)
T = (al,...,ail)(ﬁl,...,ﬁiz)...(Cl,...,Cik)

dan isT = g.o.g—! wanner we als permutatie nemen

|:Cl,1 oo bl e R1 e Z4
g =

(8 2 D 61 [P Cl e e C’Lk

waaruit het gestelde volgt. O

De groep0 = S, heeft dus precie5 conjugatie-klassen waarvan we als representan-
ten kunnen nemen

( (1, 2, 3,4) de conjugatie-klasse bev@kelementen
(1,2, 3)(4) de conjugatie-klasse bev@elementen
(1, 2)(3,4) de conjugatie-klasse bevatelementen
(1,2)(3)(4) de conjugatie-klasse bevaielementen

[ (1)(2)(3)(4) de conjugatie-klasse bevaelement.

We gaan nu rotatie-symmetéie inO vinden die deze klassen representeren.

\ /

t, n (¥ DS.%ﬂ

7

’
N
A}

[
N
'
- @ e o o o\ =
[]
1
s’
]
]
L

-y - - -

—G
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Ga na, door de actie van deze rotaties optdeofddiagonalen van de kubus te be-
schrijven dat volgende rotaties corresponderen métatnjugatie-klassen

(r — (1,2,3,4)

r? < (1,2)(3,4)
s — (1,2,3)(4)

t — (1,2)(3)(4)
Iz < (1)(2)(3)(4)

Het kleur-probleem van Alice : We hebben nu alle informatie om het kleur-probleem
op te lossen. De actie die we bekijken is deze van deadetagroefD op de eindi-
ge verzamelingX bestaande ui2® = 64 elementen van alle mogelijke gekleurde
kubussen.

We moeten het aantal gekleurde kubussen bepga&t dat invariant gelaten wordt
onder een rotatig € {r,r2,s,t,I3}. Als een kubus identiek blijft onder dan
moeten alle zijvlakken dezelfde kleur hebben, dus hebbe wmegelijkheden voor
zowel bovenvlak als ondervlak als zijvlakken, in totaal

| X"| =8

Voor r2 moeten enkel voor- en achtervlak en links- en rechts-zijvlak dezelfde kleur
hebben, dus hebben we
|IX™| = 16

Onders gaan des zijvlakken als volgt

bovenvlak—— rechts-zijvlak—— achtervlak—— bovenvlak
ondervlak—— links-zijvlak — voorvlak —— ondervlak

en beiden deelverzamelingen kunrikieuren krijgen. Bijgevolg
X =4

De rotatiet verwisselt voor- en achtervlak, bovenviak met links zijvlak en ondervlak
met rechts zijvlak. Bijgevolg
|1 Xt =2°=8

en natuurlijk hebben we dX 2| = 64. Het totale aantal orbits van de actie wordt
dus gegeven door

1 1
Gl > |eonj||X9| = ﬂ(6.8 +3.16 + 8.4 + 6.8 + 1.64) = 10

conjg
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Het kleur-probleem van Bob : De groep van rotatie-symmetée die de kubus met
de grid van lijnen invariant laat isiet O = S, (r verbreekt het grid) maar de deel-
groepA, die ordel2 heeft en waarvan de conjugatie-klassen gegeven worden door

r2 de conjugatie-klasse bestaat 3iiélementen
s de conjugatie-klasse bestaat4iigélementen
s? de conjugatie-klasse bestaat ai¢lementen
I3 de conjugatie-klasse bestaat uiélement

Ga na (zoals boven) dat ditmaal de fixpunt verzamelingen volgende getallen leveren
|IX™| =16, |X°|=4, |X*|=4 en |X| =64

Als we deze informatie weer stoppen in onze formule krijgen we dat het totaal aantal

Ag-orbits opX gelijk is aan

1(316—|—44—|—44—|—64)—144—12
12" ) ) 12

en dus kan Bob twee kubussen meer kleuren dan Alice.

Evariste Galois (25 Oct 1811 Bourg La Reine, 31 May 1832 Paris)

In 1831 was Galois de eerste die realizeerde dat het probleem om wortels van poly-
nomen met expliciete formules te beschrijven verband hield met de structuur van een
groep, de zgnGalois groep van de vergelijkingin 1832 voerde hij het begrip van
normaaldelers in en bewees wat we nu kenneiGalsis theorie Verder ontdekte hij

de notie van links- en rechts-nevenklassen van een groep t.0.v. een deelgroep.

Hij bewees dat men een vergelijking niet met radicalen kan oplossen als de groep niet-
Abels ensimpelis, d.w.z. als de groep geen echte normaaldelers heeft. Hij toonde aan
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dat de minimale orde van een niet-Abelse simpele g&@s (de groep die we nu
kennen als de groefds (de icos&der groep).

Meer informatie over het (dramatische) leven van Galois kan je vinden op

http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Galois.html
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DE KLASSIFICATIE

In deze les bewijzen we de hoofdstelling van deze cursus, namelijk de klassificatie van
alle eindige rotatie groepen.

Als G een eindige deelgroep is vi&03(R) met eenheidselemeatdan is ieder ele-
ment vanG — {e} een niet triviale rotatie en heeft bijgevagpolen(de snijpunten
van de rotatie as vag met de eenheids-sfeer)

Met X noteren we de verzameling van alle polen van elemente&van{e}. Omdat
SO;3(R) de rotatie-symmetrie groep is van de eenheidss$eis er eenSO3(R)-
actie

SO3(R) x §2 —~ §?
en dus zal ook iedere eindige deelgr@@p_ SO3(R) een actie defiidiren opS?.

Als x € X een poolisvarh € G dan isg.x opnieuw een punt op de eenheids-sfeer
voor iedergg € G. We beweren nu dat.« opnieuw in de verzameling ziteni.h.b.
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datg.x een pool is van het elemegth.g—. Immers,
(g-h.g7).(g.x) = (g.h).z = g.x
We hebben dus ed@-actie op de verzameling van polen.

Stelling 6.1 De G-actie op de polerX heeft tenhoogst® verschillende orbits.

Bewijs. Laat N het aantal orbits zijn en kies een punt, x,, . . . , x in iedere orbit.
ledere rotatigy € G — {e} laat juist2 polen invariant en het elemeataat alle| X |
polen invariant. De tel-stelling levert ons dus

N = @<2(|G| — 1) +|X])

= 2061 = 1)+ Z O())

Dit kunnen we herschrijven als

1
21— = |0 ()]
|G| IGI Z
N
1
=30 - o)
i=1 | mzl
Omdat|G| > 2 is de linkerkantl < 2(1 — ﬁ) < 2. Eveneens is de orde van

elk van de stabilisator deelgroepen tenmiristen dus hebben we ook dat voor alle
1<i<N
1
L1 =
2~ |G|

en dus moeiV gelijk zijn aan2 of 3. O

<1

Stelling 6.2 Als deG-actie op de polenX juist N = 2 orbits heeft, dan i< een
cyclische groefZ./nZ.

Bewijs. De relatie in vorig bewijs levert ons vodv = 2 :

1
20— 1) = |G|Z|0(mz>| - 510G +10G@)
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en bijgevolg is2 = |O(x1)| + |O(x2)| = |X|. Dus er zijn slecht® polen en
bijgevolg heeft iedere niet triviale rotatie @& dezelfde rotatie-as. Kigg € G — {e}
met minimale rotatie-hoek dan volgt dat alle andere elementei&zvarachten vary
zijn (Euklidisch-type argument) en dusa@s cyclisch. U

Stelling 6.3 Als deG-actie op de polerX juist N = 3 orbits heeft dan zijn enkel de
volgende gevallen mogelijk voor de orden van de stabilisator deelgroepen

(2,2,n) n>2
(2,3,3)
(2,3,4)
(2,3,5)

(le|7 |Gy|’ |GZ|) =

Bewijs. Noteer{x, y, z} voor {x,, x2, 3} dan hebben we de gelijkheid

21 1, (1+1+1)
G| G| |Gyl |G

wat herschreven kan worden als

2 1 1 1

Gl |G| |Gyl |G|

(1)

dus moet de som van de drie rechtse termen groteridam en dit levert enkel de
aangehaalde mogelijkheden. O

We bekijken nu alle gevallen afzonderlijk :

Geval la|G,| = |G| = |G| = 2: Uit (1) volgt datG een groep is van ord¢
en omdat alle elemented — {e} orde twee hebben & degroep van Klein

G = 7/27 X 727

Als g de voortbrenger is vatr, dan volgt uit het feit dat rotaties afstandsbewarend
zijn dat

d(z,z) = d(g.z,g.2) = d(g.z,z) en d(y,z)=d(g.y,9.2) = d(9.y, 2)

Dus moetO(z) = {z, —z} en hebben we daj(z) = —x eng(y) = —y. Maar
dan staan de drie assen dagry en z loodrecht op elkaar en de dri&-orbits kunnen
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voorgesteld worden als

merk op daiG ~ D, de diheder groep op elementen.

Geval 1b |G| = |Gy| = 2en|G.| = n > 3: De as doorz wordt invariant
gelaten door elke rotatie &', en dus hebben we met een Euklides-type argument dat
G . een cyclische groep is van orge Laatg een rotatie zijn met minimal rotatie-hoek
dan beweren we dat de punten

{z,9.¢,g°.z,...,g" '.x}

allen verschillend zijn.
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Als immersg”.x = g*.x danisg"—* € G, maar{z, —z} zijn de enige polen die
invariant gelaten worden ondgf—° € G, eng"*.x # —z omdat|G,| = 2 en
|G_.| = |G.| > 3. Verder bewaarg afstanden en dus

d(z,g.x) = d(g.x,g*.x) = ... =d(g" ‘.z, x)

Daarom zijn{z, g.x,...,g" t.x} de hoekpunten van een regelmatigénoek en
omdatG orde2n heeft en deze veelhoek in zichzelf voert onder elk van zijn elementen
moetG de rotatie-symmetrie groep zijn van de veelhoek en d@sde diheder groep

op 2n elementen.

Geval 2|G,| = 2 and |G,| = |G.| = 3: Uit (}) volgt dat de orde vaig
gelijk is aan12. De orbitO(z) bestaat uiG|/|G.| = 4 elementen en kies een
u € O(z) — {z}. Omdat|G.| = 3 is de stabilisator deelgrog@, cyclisch, b.v.b.
met generatog. Bijgevolg zijn de overblijvende punten van de orbit

O(z) = {z,u,g9.u, gz'u}

en omdatg de afstand bewaart hebben we dus als voorheem datu en g2.u de
hoeken zijn van een gelijkzijdige driehoek. Herhaal dit argument nuuripv. z,

d.w.z. z, g.u eng?.u zijn ook de zijden van een gelijkzijdige driehoek en dus liggen
alle vier de punten op gelijke afstand van elkaar, m.a.w. ze vormed de hoekpunten van
een tetrader. Omda&s weer de juiste orde heeft volgt dat = T. de volgende figuur

toont de drie orbits van polen

Geval 3|G,| = 2, |G,| = 3en|G,| = 4: dan volgt uit(}) dat|G| = 24. Er
zijn bijgevolg6 punten inO(z) dus kies een puni € O(z) — {z, —z} en kies een
generatogy voor G, dan

{z,u,g.u,g*u,g*>u} C O(2)
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en wederom vormem, g.u, g%.u, g3.u de hoekpunten van een vierkant met zijden
gelijk aan de afstand van elk van deze punterrtd¥l.a.w. alsz de noordpoolis liggen
de4 puntenu, g.u, g*>.u eng®.u in het evenaarsvlak en isu = g%.u. We missen
nog1 punt in de orbit maar dat moet op gelijke afstand wag.u, g?.u, g3.u liggen
dus kan enkel-z zijn. Bijgevolg vormt deze orbit de hoekpunten van een @dta
Wederom wegenf&| = 24 = O hebben we daG ~ . De pool-orbits worden
beschreven in de figuur

Geval 4|G,| = 2,|Gy4| = 3and |G.| = 5: De orde vanGG is 60 en de orbit
O(z) bestaat uitt 2 punten. Kies twee puntem, v € O(z) zodanig dat

0<d(z,u) <d(z,v) <2
Dit doen we als volgt : omda® . cyclisch is kiezen wg € G, met minimale rotatie-
hoek en dan liggen

{ua g.u, gz°ua gs-u’ 94'u}

op een regelmatigs hoek en al deze punten liggen even ver ganOmdat dit niet
heel de orbit is bestaat er dus een puip grotere afstand vanzodat ook de punten

{v,9.v,9%v,9°v, g% v}

de hoekpunten van een regelmatiioek vormen en allen dezelfde afstand tot
hebben. We missen dus nagunt in de orbitO(z) en dit kan enkel-z zijn.

Bekijk u dan moet ook—u € O(u) = O(z) en omdatd(u, —u) = 2 moet
—u een van de punten Ww, g.v, g*.v, g3.v, g*.v} zijn. Hernummer indien nodig
zodanig dat

—Uu =7
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en dus ook—g".u = g".vvoorl < r < 4. Vanuitu kijken zien well punten
waarvan de dichtsbijzijnde

{2,9.u,g%v,g*v,g*.u}

even ver varnu moeten liggen. Uit dit alles volgt dat di2 punten de hoekpunten
vormen van een icogaler.

Omdat|G| = 60 = |[| hebben we dafr ~ I. De resterende orbits van polen worden
voorgesteld in de figuur
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Felix Klein (25 April 1849 Dusseldorf, 22 June 1925 in @ttingen)

In deze cursus hebben we gezien dat er een nauw verband is tnssttundéveel-
vlakken van Plato) en de bijhorendgmmetrie groepefgroepen van Plato). Felix

Klein was de eerste die het belang van meetkundige eigenschappen die invariant gela-
ten worden onder een groep van transformaties inzag. Deze synthese vatte hij samen
in zijn Erlanger Program(1872).

Plato’s groepen leiden ook tot de zggroepen van KleinBeschouw depin-groep
a b _ -
SUZ(C):{{_E E} |a,b € C : aa+ bb=1}

dan zullen we zien dat er een groep-morfisme bestaat
SUz(C) — > SO3(R)

met als kernt-1,. Bijgevolg kunnen we ieder van de Plato groepiden tot een
deelgroep varSU,(C) met orde tweemaal deze van de Plato groep. Deze eindige
deelgroepen vas'U,(C) noemen we de groepen van Klein.

Meer informatie over het leven en werk van Felix Klein kan je vinden op

http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Klein.html
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PAPIER MODELLEN

Om een beter inzicht te verwerven omtrent de symmetrie van de veelvlakken van Plato
is het nuttig je eigen model te maken van deze veelvlakken. Op de volgende paginas
vind je eenvoudige plannen. Hier is wat je moet doen :

1. Kopieer deze plannen met vergroting op een stevig A3 papier.

2. Gebruik een breekmes om de uiterste rand van de plannen uit te snijden.

3. Vouw alle zijden en breng in de gewenste vorm.

4. Plak vast met behulp van de kleinere strippen.
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tetraéder en hex&der.
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octagder.
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dodecader.
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icosader.




appendix B

GAP

GAP (groeps, Algorithms, Programminig)een uiterst krachtig freeware pakket voor
de bestudering van groepen. Je kan versies downloaden voor Linux, Mac OS X of
Windows vanaf

http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ gap/Download/index.html

De belangrijkste routines om te werken met (permutatie)groepen kan je vinden in
hoofdstuk 5 van de online tutorial

http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ gap/Manuals/doc/htm/tut/chapters.htm
Een volledige manual van alle routines staat eveneens online en wel op
http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ gap/Manuals/doc/htm/ref/chapters.htm

We zullen enkel voorbeelden geven van GAP-toepassingen. Laat ons eerst nagaan dat
de symmetrie groep van het dodecaheder inderdaad de alternerendeigrisep

gap> dode:=group((1,2,3,4,5)(6,8,10,12,14)(7,9,11,13,15)(16,17,18,19,20),

> (1,6,7,8,2)(3,5,15,16,9)(4,14,20,17,10)(12,13,19,18,11));

groep([ (1,2,3,4,5)(6,8,10,12,14)(7,9,11,13,15)(16,17,18,19,20),
(1,6,7,8,2)(3,5,15,16,9)(4,14,20,17,10)(11,12,13,19,18) ])

gap> Size(dode);

60

gap> IsSimplegroup(dode);

true

gap> IsomorphismTypelnfoFiniteSimplegroup(dode);
rec( series := "A", parameter := 5,

name := "A(5) ~ A(1,4) = L(2,4) ~ B(1,4) = O@3,4) ~ C(1,4) = S(2,4) ~ 2A(1,4\
) = U@24) ~ A(L5) = L(2,5) ~ B(1,5) = O(3,5) ~ C(1,5) = S(2,5) ~ 2A(1,5) = U\
(2,9)" )
gap>

We definéren eerst de groajndeals permutatie-groep (zoals voorheen) en berekenen
het aantal elementen. Vervolgens vragen we of dit een simpele groep en na bevestiging
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hiervan kunnen we zelfs de groep op isomorphisme na bepalen door GAP doorheen de
klassificatie van alle eindige simpele groepen te laten lopen! We verkrijgen inderdaad
dode ~ As.

De echte kracht van GAP is pas zichtbaar bij groepen van grote orde. Laat ons een
klassiek voorbeeld bekijken : de groep van alle transformaties v&ubi cubus

Elk van de6 zijvlakken is onderverdeeld i vierkanten zodat w&4 vierkanten heb-

ben. De middelste vierkanten van elk zijvlak blijven echter op hun plaats bij transfor-
maties van de cubus en bijgevolg kunnen we de groep van alle transformaties opvatten
als een deelgroep vays vermits48 = 54 — 6. Als we hetvolgende schema gebrui-

ken om de vierkanten te nummeren

1 2 3

4 U 5

6 7 8
9 10 11417 18 19 25 26 27 33 34 35
12 L 13120 F 21 28 R 29 36 B 37
14 15 161 22 23 24 30 31 32 38 39 40

41 42 43

4 D 45

46 47 48




appendix B. GAP 61

dan is de groep van alle trnasformaties voortgebracht door de volgende permutaties :
F = (17,19, 24,22)(18, 21, 23, 20)(6, 25,43, 16)(7, 28, 42, 13)(8, 30,41, 11)

B = (33, 35,40, 38)(34, 37, 39, 36)(3, 9, 46, 32)(2, 12, 47, 29)(1, 14, 48, 27)
L = (9,11,16,14)(10,13,15,12)(1, 17,41, 40)(4, 20, 44, 37)(6, 22, 46, 35)
R = (25,27, 32,30)(26, 29, 31, 28)(3, 38, 43, 19) (5, 36, 45, 21)(8, 33, 48, 24)
U = (1,3,8,6)(2,5,7,4)(9, 33,25,17)(10, 34, 26, 18)(11, 35, 27, 19)
D = (41,43, 48, 46)(42, 45, 47, 44)(14, 22, 30, 38)(15, 23, 31, 39)(16, 24, 32, 40)

De rubik-groepkan dus gedefinieerd worden als een permutatie groep en de orde kan
ervan bekomen worden via GAP

gap> rubik:=group(f,b,l,r,u,d);
<permutation group with 6 generators>
gap> Size(rubik);
43252003274489856000

waarvan de priem-ontbinding gelijk is aan
#rubik = 2273537211

Men kan ook Rubik-achtige constructies maken met andere Platonische veelvlakken.
b.v.b. op de dodeéaler bestaat het splegaminx

leder zijvlak is opgedeeld ih1 gebieden en we kunnen bijgevolg de groep van alle
transformaties van megaminx opvatten als een permutatie deelgradpip = 132
elementen. Met een goede ordening van deze gebieden kunnen we wederom de orde
vanmegaminx door GAP laten berekenen.
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f1:(1,3,5,7,9)(2,4,6,8,10)(20,31,42,53,64)(19,30,41,52,63)(18,29,40,51,62);
£2:=(12,14,16,18,20)(13,15,17,19,21)(1,60,73,84,31)(3,62,75,86,23)(2,61,74,85,32);
13:2(23,25,27,29,31)(24,26,28,30,32)(82,95,42,3,16)(83,96,43,4,17)(84,97,34,5,18);
f4:=(34,36,38,40,42)(35,37,39,41,43)(27,93,106,53,5)(28,94,107,54,6)(29,95,108,45,7);
15:=(45,47,49,51,53)(46,48,50,52,54)(38,104,117,64,7)(39,105,118,65,8),(40,106,119,56,9);
16:=(56,58,60,62,64)(57,59,61,63,65)(49,115,75,20,9)(50,116,76,21,10),(51,117,67,12,1);
17:=(67,69,71,73,75)(68,70,72,74,76)(58,113,126,86,12)(59,114,127,7,13),(60,115,128,78,14);
18:(78,80,82,84,86)(79,81,83,85,87)(71,124,97,23,14)(72,125,98,24,15),(73,126,89,25,16);
£9:=(89,91,93,95,97)(90,92,94,96,98)(80,122,108,34,25)(81,123,109,35,26),(82,124,100,36,27);
£10=(100,102,104,106,108)(101,103,105,107,109)(91,130,119,45,36),(92,131,120,46,37)(93,122,111,47,38);
f11=(111,113,115,117,119)(112,114,116,118,120)(102,128,67,56,47),(103,129,68,57,48)(104,130,69,58,49);
f12=(122,124,126,128,130)(123,125,127,129,131)(100,89,78,69,111),(101,90,79,70,112)(102,91,80,71,113);

megaminx:=group(f1,f2,f3,f4,f5,6,f7,18,f9,f10,f11,f12);
Size(megaminx);
334475145672456352879405902704518629337637316656901
490514783567615081677862248149468343708263599249065
407881894660704527626720429470406092994924055719482
5002982480260628480000000000000000000000000000

waarvan de priem-ontbinding gelijk is aan
#megaminx = 211°3%8528719111013917719523°2931337341243%47%53%592

61.67.71.73.79.83.89.97.101.103.107.109.113
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