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1. enkele definities

Doorheen dit werk zal F steeds een kommutatief lichaam vootstellen, a,lgebra:i.sch
gesloten en van karakteristick nul. We merken reeds hier op dat geen van deze
voorwaarden echt onontbeerlijk is. In het geval van spooringen van generieke 2 bij
9 matrixen, bijvoorbeeld, volstaat het om onze resultaten te bewijzen dat f -1 F
en dat de karakteristiek van F verschillend is van 2 of 3. Met

;m =F <%,y %m >

noteren we de vrije associatieve F-algebra in m variabelen. Of, met andere woorden,
F is de tensoralgebra van een m-dimensionale vectorruimte over F. Zij nu Ip,» het
tweezijdige ideaal van #,, bestaande uit alle identiteiten waaraan een willekeurig stel

»

van m n bij n matrixen voldoen. De ring van m generieke n bij n matrixen wordt
dan
@m,n = ?m/Im,n

Een meer handelbare definitie van deze genericke matrixring kan als volgt bekomen
worden. Zij Pp n de kommutatieve veeltermring

P = Flai() 11 4,5 Sl <1< m|
en beschouw de n bij n matrixen bestaande uit variabelen :

X, = (25 ()i,j € Ma(Prn)

De ring van m genericke n bij n matrixen is nu de F-declalgebra van Mp(Prn)
voortgebracht door de rogenaamde generieke matrixen

Met R, zullen we steeds de F-deelalgebra van Pn,n nOtETEn die wordt voortge-
bracht door de elementen

{Tr(ay---aj):J € N; o; € Gynyn )

Het kompositum van deze twee ringen @ €0 Rypyn 0 My (Pm,n) noemt men de
spoorring van m generieke n bij n matrixen en wordt genoteerd met T 0

G < T, M'n(Pm,n)‘
Rm,n s Pm,n

Als m > 2 dan kan men vrij eenvoudig nagaan dat Ry, het centrum is van de
spoorring van m generieke n bij n maitrixen, Ty n-



Verder is het welbekend , zie bvb. [Pr,]ILL3] dat Gp,n €D domein is. Wegens de
stelling van Posner volgt hiernit dat Gy n €€ klassieke breukenring heeft, Apmn s
die een delingsalgebra is van dimensie n? over zijn centrum Kmn. Verder is het
duidelijk dat Ky, het breukenlichaam is van Rz, We hebben dus de situatie :
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waarbij Z,,, het centrum is van @p,n €0 Gmn het breukenlichaam is van de veel-
termring Pp, n. VYOOI meer informatie over ringen die voldoen aan velterm-identiteiten
yerwijzen we de lezer naar [Pr].

In devolgende twee sekiies zullen we de twee hoofdmotivaties herhalen om sp oorringen
te bestuderen, te weten : de studie van de eindig dimensionale representaties van de
vrije algebra 7, en de studie van de invarianten-theorie van n bij n matrixen.



2. Representatietheorie.

Ounder een n-dimensionals represetitatie van de vrije dlgebra Fp, = F < #1500y 8 >
verstaan we een F-algebra morfisme

¢: F— M,(F)

Dit morfisme wordt natuurlijk eenduidig bepaald door het m-stel n bij n matrixen
&(x1), ..., #(Tm). Aldus verkrijgen we dat de verzameling van alle n-dimensionale
representaties van %, Repy (%), in een natuurlijke één-één korrespondentie staas
met de punten van de affiene variétiet die korrespondeert met Py, , dat is de affiene
ruimte A™"°

Twee n-dimensionale representaties ¢; en ¢ noemen we equivalent als ze slechts
verschillen op een F-automorfisme ¢ van M, (F) na

7 B M(F)

My (F)
Bijgevolg bestaat er een natuurlijke aktie van

op de verzameling van alle n-dimensionale representaties. De orbitalen onder deze
aktie zijn precies de equivalentieklassen van representaties. De klassificatie van alle
n-dimensionale representatiwes op equivalentie na bestaat dus in de studie van de
orbitaal-ruimte van A™"” onder aktie van de projektieve lineaire group PGL,(F).

Zij nu ¢ : Fn — M, (F) een representatie, dan is de standaard n-dimensionale F-
vektorruimte F(*) een %,-moduul via het morfisme ¢. Als F(®) volledig ontbonden
kan worden in en direkte som van enkelvoudige F,-modulen dan noemen we de
representatie ¢ half-enkelvoudig. In het algemene geval hebbeti we een ontbindingsrij

0=V, C Vi1 C...C Vi € Vg = F™
voor F(®) als links %,-moduul. Maar dan wordt
W =&l (Vi/Vit1)
een volledig ontbindbaar %,-moditl met dithj(W) = #. Laat oiis niti el basis voor

de F-vektorruimte W als volgt kiezen. De eerste dimp(V;—,)-basisvektoren vormen
een basis voor V;_;, devolgende dimp(Vi—1/Vi-2)-basisvektoren vormen een basis




voor Vi—1/Vi-2 enzovoort. Ten opzichte van degze basis kan men de representatie ¢
in de volgende matrixvorm noteren :

[ b1 1
P2

=

0
I b;

waarbij ¢; * Fm — M, ;(F) met n; = dimp(Vi-1/V;) de onontbindbare komponenten
van ¢ zijn, dus i.h.b. zijn de ¢; epimorfismen, n = 22:1 n; en N is het nilradikaal
van ¢. Bijgevolg kunnen we aan ¢ een halfenkelvoudige (semi—simpele) representatie
toevoegen

=01 D ... D¢

M. Artin heeft aangetoond in [Ar] dat de representatie ¢°° in de afsluiting ligt van
de orbitaal van ¢ onder de aktie van PGL.(F). Hieruit volgt dat er geen enkele
kwotiént-varidteit bestaat van Am»” door PGL,(F) waarin ¢ en ¢°® verschillend
zullen zijn. ]
Deze opmerking motiveert ons om cen affiene variéteit te soeken waarvan de punten in
ecen een-cen korrespondentie staan met de equivalentieklassen van half-enkelvoudige
n-dimensionale representaties van Fin-
Procesi [P2] heeft bewezen dat de F-algebra Ro,, affien is, d.i. eindig voortgebracht,
en dus kunnen we hiermede een affiene variéteit X associéren.
Het inklusiemorfisme Rpn € Pm,n geeft ons een kontinue afbeelding tussen de
variéteiten

pe Ame’ s X

die surjektief is en de bijkomende eigenschap heeft dat p(¢1) = p(o2) als en slechts
als ¢3° = ¢§°. Aldus bekomt men hetvolgende resultaat

Stelling 2.1 : (Artin-Procesi) [Ar],[P3]

De punten van de affiene variéteit X die korrespondeert met het centrum Ry ,n VAL
de spoorring van m generieke n bij n matrixen, staan in een natuurlijke een-een
korrespondentie met de equivalentieklassen van half-enkelvoudige n -dimensionale
representaties van de vrije algebra Fn-

Verder weten we door het werk van C. Procesi [P3] dat de spoorring zelf ook een
affiene F-algebra is. Als in het werk van F. Van Oystaeyen en A. Verschoren [VV]
kunnen we met de spoorring een affiene variéteit ¥ associéren bestaande uit alle
maximale tweezijdige idealen van Ty, , met de geinfduceerde Zariski-topologie.

Dasr de spoorring vai gerierieke 1 bij n niatrixet, T, n, €61 sindig voortgebracht
moduul is over zijn centrum Rm,n bekomen we dat de natuurlijke kontinue afbeeld-
ingd: Y = X surjektief is. Verder kan men de vezels van deze afbeelding vrij
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eenvoudig beschyijven. Zij namelijk z een punt in X, dat is: ® korrespondeert met
de equivalentieklasse van een half-enkelvoudige representatie

P=0¢10...0¢

dan bestaat de vezel §~1(¢) uit maximale idealen van Ty, , die korresponderen met
irreduciebele komponenten van ¢. Aldus bekomt men

Stelling 2.2. : (Artin-Schelter) [AS]

De punten van de affiene variéteit ¥, die korrespondeert met de spoorring van m
geiiericke n bij n matrixen, staan in een natuurlijke een-een korrespondentie met
bepaalde koppels (¢, ¢;) waarbij ¢ de representant is van een equivalentieklasse van
half-enkelvoudige n -dimensionale representaties en ¢; een onontbindbare komponent
is van ¢. De natuurlijke afbeelding 6 : ¥ — X stuurt het koppel (¢, $;) naar ¢.

Tenslotte willen we aantonen dat de equivalentieklassen van onontbindbare n-dimen-
sionale representaties een open deelvariéteit U bepalen van X.

Beschouw daarvoor de verzameling van aller elementen van T, , die bekomen wor-
den door evaluatie van centrale veeltermen voor n bij n matrixen,[P]. Het Formanek-
centrum F(T,, ,} is nu het centrale ideaal voortgebracht door deze elementen. Dit
Formanek centrum heeft devolgende belangwekkende eigenschap. Zij S een mul-
tiplikatief gesloten verzameling bestaande uit centrale elementen van Ty, , dan
is de lokalizatie (T, ,)s juist dan een Azumaya-algebra indien S N F(My,n) #.
Zij nu U de open deelvariéteit van X bepaald door het Formanek-centrum, d.i.
U =X(F(T'y,,)) dan bekomen we

Stelling 2.8. : (Procesi) [P]

(1) : De punten van U staan in een natuurlijke een-een korrespondentie met de equiv-
alentieklassen van onontbndbare n-dimensionale representaties van de vrije F-
algebra in m-variabelen.

(2) : De varieteit U is glad en van dimensie (m — 1jn? + 1.




8. Invarianten theorie.

In de voorgaande sekiie hebben we aangetoond dat er een groep aktie van GLy,(F), of

van PGL,(F), bestaat op de veeltermring Prn,n- Deze aktie wordt als volgt gegeven :

2ij P € GL,(F) en zij X; = (v;(1)) de I-de generieke matrix en zij
P.X.P7H = (i5(1))is

dan zijn alle #;;(I) F-lineaire kombinaties van de variabelen z;;(l). Wanneer we nu
2;;(1) zenden naar #;;(f) dan bekomen we een F-algebra automorfisme of Pr, » en op
het breukenlichaam Qo Dit automorfisme zullen we met ap noteren.

Een veelterm f € P, , noemen we mu een invariant van m kopieén van n bij n
matrixen wanneer ap(f) = f voor alle P € GL4(F).

Een rationale funktie ¢ € Qm,n noemen we een rationale invariant van m kopieén
van n bij n matrixen indien ap(g) = g voor alle P € GLy(F).

De verzameling van alle invarianten (resp. rationale invarianten) noemen we de ring
(resp. het lichaam) van invarianten van m kopieén n bij n matrixen. Ze worden,

respektievelijk,genoteerd met
GLn(F GLa(F
Pm,n (F) en Qm’n( )
Men kan vrij eenvoudig nagaan dat het lichaam van invarianten het breukenlichaam

is vati de ring vai invarianten. In [AF] uitte M. Artin het vermoeden dat iedere
invariant een veelterm zou zijn in de elementen

{T?'(Xil-nXi,) rE ]N}

of m.a.w. dat PGL» = Ry q. Voor het speciale geval van 2 bij 2 matrixen werd dit
reeds in 1903 bewezen door J.H. Grace en A. Young [GY].

Voor algemeiie n bij n matrixen werd Artifis verinioeden onafhankelijk bewezen door

Gurevich [Gu;Th.16.2], Siberskii [Si;Th.1] en C. Procesi [P3,Th.1.3]. Het bewijs
van hun resultaat steunt op de zogenaamde eerste fundamentele stelling van vektor-
invarianten. Deze stelling geeft ons een voort brengend stel voor de invarianten van
m vektoren en m covektoren, of meer ringtheoretisch, voortbrengers voor de invariant
gelaten ring onder de aktie van GL,(F) op de symmetrische algebra van

ver) e (vr)er

waarbij V een n-dimensionale vektorruimte is over FenV* = Homp(V, F), de duale
vektorruimte.

Het vermoeden van Artin wordt nu bewezen door deze fundamentele stelling te ver-
talen in spoor-informatie door gebruik te maken van devolgende identifikaties

VeV* & M, (F)

vektor invariant = spoor




voor het volledige bewijs verwijzen we de lezer naar [P3,p.310-313]. Men heeft dus

Stelling 8.1. : {Gurevich-Siberskii-Procesi)

(1) : De ring van invarianten van m kopieén n bij n matrixen onder komponents-
gewijze aktie door toevoeging van GL, (F), P,fff;', is isomorf met het centrum R, 5
van de spoorring van m generieke n bij n matrixen.

(2) : Het lichaam van invarianten van m kopieén van n bij n matrixen als in (1),@55r;

is isomorf met Kp, 5.

is de ring van alle veeltermafbeeldmgen
FiMu(F)& ... 0 Mu(F) — M, (F)

van m kopieén van n bij n matrixen naar M, (F) zodat voor alle @ € GL,(F) en
m; € M, (F) geldt

fla~tmy.a, .., @ timp.a) = a7l f(my, . mp).@

Laat ons daartoe een aktie definiéren van de algebraische groep GLy (F) op My (Pm,n)
en My, (Qm,n)-
Zij P € GL,(F) en (ai;)i,; € Mn(Pm,n), dan is er een eerste aktie van GL,{F) door
toevoeging

(@ss)ig = P~ " (ai5)i5-P

‘en een tweede aktie die de aktie ap : Prn,n — Pm,» komponentsgewijs uitbreids,d.i.
(@if)is = (ap(ais))i,

Wanneer we de ring M, (Pr,») opvatten als M, (F) ® P, dan werkt de eerste aktie
op de eeiste faktor en laat de tweede faktor invariant en de tweede aktie laat de eerste
faktor invariant en werkt op de tweede faktor. Bijgevolg kommuteren beide akties
met elkaar. Laat ons nu een F-algebra automorfisme definiéren

Bp - Mn(-Pm,n) - Mn(Pm,n)

dat een n bij n matrix (a;;);; stuurt naar P~'.(as;);;.P. Dit legt een aktie van
GL,(F) vast op My(Ppm,n en men kan deze aktie op voor de hand liggende wijze
uitbreiden tot een aktie op M, (Q@m,x)-

De ring van alle matrix-konkomitanten (resp. van alle rationale ma,tnx-konkomltanten) )

is nu de F-deelalgebra van M, (P ) (resp. van My (Qm,»)) die elementsgewijs in-
variant gelaten wordt onder deze aktie van de algemene lineaire groep GLy (F).

De hoofdstelling in de theorie van de matrix-konkomitanten, of de invarianten-theorie
van n bij n matrixen is nu




Stelling 8.2. : (Procesi) [P3]

(1) : De ring van alle matrix-konkomitanten van m kopieén van n bij » matrixen
onder aktie van de algemene lineaire groep GLy (F) is isomorf met de spoorring van
m generieke n bij n matrixen, Ty, ». "

(2) : De ring van alle rationale matrix-konkomitanten als in (1) is isomorf met de
generieke delingsalgebra A, 4.




4. Faktorialiteit van het centrum R

In deze sektie wensen we aan te tonen dat het centrum van de gpoorring van m
generieke n bij n matrixen een uniek faktorizatiedomein is, d.w.z. dat elk element
ervan op een eenduidige wijze ontbonden kan worden als een produkt van priem-

eclementen. Verder zullen we aantonen dat er in de uitbreiding
Rinn C Pin,a

‘niets ogeblazen kan worden. Hiermede‘bedoelen we dat de hoogte van de doorsnede
van een hoogte—een—priemidea,al van Pp,n met Ry n ten hogste een is. Laat ons
beginnen met een algemene stelling

Hulpstelling 4.1. :

Laat B een uniek faktorizatiedomein zijn en zij (G een groep van automorfismen van
B zodanig dat de eerste kohomologiegroep H @G, B*) triviaal is. Laat A de ring van
invarianten van B onder G zijn, dan geldt

(1) : In de uitbreiding A C B kan niets opgeblazen worden

(2) : A is een uniek faktorizatiedomein

Bewijs ¢

(1) : Zij P = B.p een licogte-een priemideaal van B zijn en laat ons veronderstellen
dat PN A #. WE beweren eerst dat P een eindige orbitaal heeft onder de aktie van

(3. Neem immers een element a € PN A verschillend van 0 en schrijf het als een
(uniek) produkt van priemelementen in B

R TR SRR
a=p°.pi.pfh

dan is het duidelijk dat voor elke o € G we moeten hebben dat o(B.p) behoort tot
de eindige verzameling

{BP, Bpls cery Bpm}

Laat nu {Bp, Bp1, - Bpi} met k < m de orbitaal zijn van Bp dan bestaat er voor
clke ¢ € G een eenheid f, € B* zodat

o(p-p1...px) = fo-D-P1--Pk

“Nu is het duidelijk dat de verzameling {fs;0 € G} een 1-cocycle is en wegens de
trivialiteit van de cohomologiegroep H'(G, B*) volgt hieruit dat er een eenheid o €
B* bestaat zodat

fr = o(a)a™t

voor alle ¢ € 3. Vervang nu p door p' = o~ t.p dan is het duidelijk dat p’.p1...pr een
clemment is van de invafianteiring A. Bijgevolg kififieii we ieder fiiet-iiiil elémierit van
P n A schrijven als

a=(pprpe)drt "
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of m.a.w. a € (p'.p1...px).A omdat we natuurlijk ook hebben dat ¢7"*...g7* invariant
is onder G. Bijgevolg hebben we aangetoond dat

PnA={p..p)A

en dus dat ht(P N A) < 1.
(2) : Wegens het eerste deel van de stelling weten we dat de natuurlijke afbeelding
tussen de divisoren klasgroepen :

Cl(A) — CI(B)

een groep-morfisme is. Laat nu ¢ een hoogte-een priemideaal zijn van A dan krijgen
we

(BQ)** = Bpl*...pl

voor priemelementen p; € B. Natuurlijk hebben we dan dat Q = Bp; N A. Maar
het bewijs van (1) leert ons dat zulke intersektie een hoofdideaal is. Bijgevolg is
elk hoogte een priemideaal van A een hoofdideaal, of, equivalent hiermede, A is een
uniek faktorizatie domein.

Stelling 4.2. :

Het centrum R,, , van de spoorring van m generieke n bij n matrixen is een uniek
~ faktorizartie domein. Verder kan er niets opgeblazen worden in de uitbreiding Ry » C

.Pm’«n',.

Bewijs :

In de voorgaande sektie hebben we aangetoond dat er een aktie van PG Ly, (F) bestaat
P Pin.n zodat de ring van invarianten juist Ry, is. Verder is de aktie van PGL(F)
op F* triviaal en bijgevolg

HY(PGL,(F),R%, ) = HY(PGLy(F), F*) = Hom(PGL(F), F*)

Nu is PGL, (F) een enkelvoudige algebraische groep en bijgevolg kan enkel de iden-
titeit optredern als een homomorfisme van PGL, (F) siaar F*. Het gestelde volgt nit
uit de hulpstelling 4.1.

Als uniek faktorizatie domein is Ry duidelijk normaal. Omdat Rom,n een affiene
positief gegradeerde F-algebra is, bestaat er een gradatie bewarend epimorfisme

w:8 = Flyr,.n 4] = Ron,n

voor een zekere veeltermring S. Natuurlijk wordt de gradatie op R gegeven door_
te stellen dat de graad van alle z;;(I) een is, voor alle mogelijke waarden van i, j en
I

Voor de meetkundige eigenschappen van Ry, , i.h.b. de dualiteitstheorie is het
wenselijk dat R, . goede homologische eigenschappen bezit.
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Rom.n zal Gorenstein genoemd worden indien men devolgende eigenschappen kan
bewijzen :

(1) : Cohen-Macauley eigenschap : Ezts(Rm 05 S) = 0 voor slle waarden 0 < ¢ <
Kdim(S) — Kdim{Rpm 1)

(2) : Bzt (R 03 S) = Ry o als S-moduul voor j = Kdim(S) — Kdim(Rm,n)

Stélling 4.3. :
R n is een Gorenstein domein.

Bewijs :

Omdat R, , de invariantenring is voor de akiie van de reduktieve a,lgebra..i'sche groep
7L, (F) op een regulier domein P, , , volgt uit de beroemde Hochster-Roberts
stelling [HR] dat R,, , aan de Cohen-Macaulay eigenschap voldoet.

Verder leert stelling 4.2 ons dat R, een uniek faktorizatiedomein is. De stelling van
Murthy , zie bijvoorbeeld het boek van R. Fossum [F| , geeft ons bijgevolg dat Ry, »
Gorenstein is. Deze stelling geeft reeds aan dat de singulariteiten van de affiene
variéteit X niet al te wild kunnen zijn. Men kan zich bijgevolg de voor de hand
liggende vraag stellen of er wel degelijk singulariteiten zijn in X.

In hetvolgende hoofdstuk zullen we hiervan verscheidene voorbeelden geven.
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5. Faktorialiteit van de spoorring.

In deze sektie willen we eerst bewijzen dat de spoorring van m generieke n bij n
matrixen “normaal” is. Dit is een uitwerking van een bewijs-schets dat ik ontving
van M. Artin die ik hiervoor wil danken. Verder hebben Chatters en Jordan een
niet-kommutatieve veralgemening voor faktorialiteit gegeven. We zullen bewijzen
dat spoorringen aan deze definitie voldoen.

Laat ons beginnen met de normaliteit. Een affiene kommutatieve ring R is normaal
(of integraal gesloten) indien voor elk ideaal I,(I : I} = {x € K : Iz C It =R,
waarbij K het breukenlichaam van R is.

Daarom noemen we een niet-kommutatieve affiene prime ring A, die voldoet aan een
veelterm-identiteit, normaal indien voor ieder tweezijdig ideaal I van A

(I )={xeT:Ixcl}=A
(I, N={xef:xIcl}=A

waarbij ¥ de klassicke ring van quotienten is van A. Men kan aantonen dat deze
definitie equivalent is met de notie van maximaal order als ingevoerd door M. Aus-
lander en O. Goldman in [AG]. Zij noemen een order over een normaal domein R
een deelring A van een centraal simpele algebra ¥ over het breukenlichaam K van
R zodat A een eindig voortgebracht R-moduul is met A.K = X. Een order A is een
centraal enkelvoudige algebra ¥ noemen we maximaal indien A niet echt bevat is in
éeni order van Y.

Eén van de vele karakterizaties van maximale orders (en dus van normaliteit) is de
volgende : een R-order A in ¥ is maximaal als en slechts als

(1) : A, is een maximaal Ry-order voor ieder hoogte één priemideaal p van R.
(2) : A is een reflexief R-moduul, dit is A = A** waarbij (—)** de biduaal noteert.

We zullen beginnen met (2) te bewijzen voor de spoorring TT,,,, over zijn centrum
Ry n. Merk op dat een eindig voortgebracht torsievrij R-moduul M reflexief is als en
slechts als de secties T'(I/,©pf) van de struktuurschoof van M over Spec(R) beperkt
tot ieder open deel U alle hoogte één priemen bevat juist M is

Stelling 5.1. : Ty, , is een reflexief Rp, n-moduul.

Bewijs :

Zij U een willekeurig open deel van het affiene spectrum Spec(Rm,») dat alle hoogte
één priemen bevat en bekijk 7~ (U) C Spec(Pp,,») onder het natuurlijk morfisme

T SpeC(Pm,'n) — SPeC(Rm,ﬁ)

dan volgt uit deel (2) van stelling 4.2. dat #~!(U) een open deel is dat alle hoogte
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één priemidealen van Py, , bevat. Uit het inklusie-diagram

'Em,n er M, (Pm,n)
U U
Royn = Prn

kunnen we afleiden dat er ook een inklusie bestaat tussen de secties

(#): Ter,, ) =T@""U), (O (prm)

Als vrij Py, n-moduul is M, {Pas,n) reflexief en bijgevolg is het rechterlid van (*)
gelijk aan M, (Pp, ). Verder bestaat I'(U,©qp ) als deel van Ay, it GL,(F)-
invariante elementen van M, (Qm,»). Aldus,

I‘(U,@_“m,ﬁ) C My (P )58 = 10, ,

en omdat de andere inklusie triviaal is besluit dit onze bewijsvoering. B

Stelling 5.2. : (Arfin-Schofield)

De spoorring van m genericke n bij n matrixen is normaal, dit is, Ty, is een
maximaal order over het centrum Ry, 4.

Bewijs ¢

Er rest ons te bewijzen dat de lokalizatie (T'y, » ); voor een hoogte één priemideaal p
van R, , een maximaal order is over de diskrete valuatiering (Rm,»)p. Omdat Ry,
een normaal domein is, is dit voldaan telkens als (T, ,,), een Azumaya algebra is, of
equivalent is hiermee wanneer (Ty,,, ) /rad(pTy, ») cen F-algebra is die niet voldoet
aan alle identiteiten van n — 1 bij n - 1-matrixen,

Laat ons dus veronderstellen dat p.i. deg(Tym,»)/rad(pTy,,y) ) = r < n. We kun-
nen p opvatten als een gesloten deelvarieteit van kodimensie één in X (de affiene
variéteit van Ry, ). De punten op p moeten evenwel korresponderen met ontbind-
bare half-enkelvoudige n-dimensionale representaties van de vrij-algebra. Een open
deelverzameling van p bestaat uit punten die korresponderen met equivalentieklassen
van ndimensionale half-enkelvoudige representaties van de vorm

=1 Dps

| waarbij dim(;) = r en dim(p;) = n—r en beide zijn onontbindbaar. Bijgevolg is de

dimensie van de algebraische varieteit p kleiner of gelijk aan de som der dimensies van
de varieteiten die equivalentieklassen van onontbindbare r (resp. n —r)-dimensionale
representaties klassificeren. Deze dimensies hebben we bepaald in stelling 2.3.(2).

Dus hebben we :

dim(p) < (m ~ 1} +1+(m—-1){n—-r)> +1
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Anderzijds kennen we natuurlijk de dimensie vah p daar p van kodimensie één is in
een varieteit van dimensie (m — l)n2 + 1 en verkrijgeii we dé oiigelijkheid

(m—1)n? < (m=1)(r* + (n—r)?) + 2

of
0<{r—n)—r+{m-1)"1

en omdat # < n kan deze ongelijkheid enkel voldaan worden indien m = 2 en (n —
r}.r £ 1. Dit kan slechts voldaan worden voor r = 1 en n = 2. Bijgevolg hebben we
aangetoond dat T, , steeds een maximaal order is behalve misschien in het speciale
geval T3 5. In het volgende hoofdstuk zullen we echter aantonen dat deze spoorring
een geitereerde Ore-uitbreiding is en dus een maximaal order. [

Chatters en Jordan noemen in [CJ] een Noetherse priemring A een faktoriéle ring
indien ieder niet-nul priemideaal van A een niet-nul priemideaal bevat dat als links
en rechts ideaal voortgebracht is door één element. Merk op dat dit een natuurlijke
veralgemening is van kommutatieve faktoréle domainen.

Een reflexief order A over een noemaal domein R wordt een reflexieve Azumaya
algebra geheten indien de natuurlijke map

5.(A ®r A°P?)*™* — Endp(A)

waarbij A°P? het R-module A voorstelt met de omgekeerde vermenigvuldiging, een
isomorphisme van R-algebras is. Men gaat eenvoudig na dat een reflexieve Azumaya
algebra een maximaal order is indien A eindig voortgebracht is en verder dat ieder
divisorieel A-ideaal I (dit is een tweezijdig gebroken ideaal van A dat reflexief is als
R-moduul) van de vorm is I = (A(I n R))*.

Stelling 5.3. : De spoorring van m generieke n bij n matrixen is faktorieel.

Bewijs : Omdat T, , een affiene F-algebra is die als moduul eindig voortgebracht
is over zijn affien centrum R, ,; volstaat het voor ons te bewijzen dat ieder hoogte
“één priemideaal van T, , zowel een links als rechts hoofdideaal is.

Uit het bewijs van de voorgaande stelling weten we dat de lokalizatie van ', ,, aan
een centraal hoogte één priemideaal p een Azumaya algebra is {behalve in het geval
dat m = n = 2}. Dit toont aan dat 6,, waarbij

6: (M, @ WEEYV™ — Endpg,, . (T, )

een isomorphisme

Omdat Ty, , een reflexief Ry, ,-moduul is volgt hieruit dat Ty, , een reflexieve
Azumaya algebra is. Bijgevolg weten we dat ieder hoogte één priemgetal P, dat
automatisch divisorieel moet zijn omdat Ty, , normaal is, van de vorm is :

P=(TpulPNRuw))™ = T nr
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voor een centraal priem-element r omdat het centrum R, ,, een faktorieel domain is.
In het uitzonderingsgeval dat m = n = 2 kunnen we aantonen dat het enige niet-
centraal voortgebracht hoogte één priemideaal gelijk is aan

Ty (X1 Xs — XoX1) = (X0 Xy — X1 X)Wy 2

en bijgevolg is ook Ty 5 faktorieel. W
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Hoofdstuk 2. Regulariteit van Spoorringen.
9.1. Poincaré reeksen en regulariteit

9.9. Tweedimensionale representaties

9 3. Driedimensionale representaties

2.4. Het algemene geval

9.5. Beschrijving van de reguliere.

- 17 -



1. Poincaré reecksen en regularifeit.

Zij R een kommutatieve affiene F-algebra die positief gegradeerd is :
R= @;,)S“-O Ri

zodat Ry = F. Lij M een positief gegradeerd moduul over R dat eindig voortgebracht
is :

dan is het duidelijk dat elke homogene komponent een eindig dimensionale vektor-
ruimte is over F. In het speciale meetkundige geval dat R als algebra voortgebracht
is door elementen van graad één, heeft M een Hilbert veelterm :

Hu(z) = (’S“(T_M"l%i

2" gz 2+ O

godat voor § >> men heeft dat Hum(i) = dimp(M;). Voor een niet-nul R-moduul
M zijn n = d(M) en e(M) positieve gehele getallen en belangrijke invarianten van
‘M : d(M) is de dimensie van het moduul M en e(M) de multipliciteit.

Als F daarentegen niet voortgebracht is doot elementen van graad één dan bezit een
gegradeerd R-modiiul M niet nioodzakelijk over een Hilbert veelteriii.

Nochtans heeft men steeds een goed alternatief, namelijk de Poincaré-reeks van M : |

o0
P(M;t) = Y dimp (Mi).t
=0
In het meetkundige geval is er een sterk verband tussen de Hilbert veelterm H. ()
eni de Poincaré-reeks P(M;t). Namelijk, degH M%) < i — 1 als en slechts als -
1)*.P(M;t) € Z[t]. Als verder degHar() = n — 1 dan kan de multipliciteit bepaald
worden als de evaluatie in ¢ = 1 van de veelterm (1 — t)7.P(M.t). W. Smoke [Sm]
toonde aan dat men ook in het algemene gavel een definitie kan geven voor de dimensie
en de multipliciteit aan de hand van de Poincaré reeks. Zo is bij voorbeeld de dimensie
van een moduul M juist gelijk aan de graad van de pool van P(M,t) in t = 1. Verder
valt op te merken dat onder de hierboven geschetste voorwaarden de Poincaré reeks
van een moduul N, P(M;t), steeds een rationale funktie is.
Als nou M = A bovendien een F-algebra is met Ag = F dan bestaat er een nodige

voorwaarde in funktie van de Poincaré reeks opdat A eindige globale dimensies zou
hebben :

Stelling 1.1. : Zij A een positief gegradeerde F algebra met Ao = F en A een
eindig moduul over een affiene kommutatieve positief gegradeerde F-algebra R en
veronderstel dat gldim(A) < co dan krijgen we

P(A;t) = }—:—5
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voor een zekere veelterm f(¢) € Z[¢].

Bewijs :

Zij Ay = ©2, A; het tweezijdige ideaal bestaande uit de strikt positieve homogene
komponenten, dan is F' een positief gegradeerd links A-moduul via de voor de hand
liggende afbeelding 7 : A —+ AfA; = F. Daar gldim(A) < oo bestaat er een eindige
resolutie van F als links A-moduul

0-— P, —...— P —Pi=A- 3 F—0 (*)

waarbij alle P; eindig voortgebrachte projectieve links A-modulen zijn. Daar A links
. Noethers is en 7 een gradatie bewarend morfisme is, mogen we veronderstellen dat
alle P; positief gegradeerde projectieve links A-modulen zijn en alle morfismen graad-
bewarend. Dan kunnen we de exacte rij (*) vertalen in Poincaré reeksen :

k

L= P(Fit) = Y (-1)P(Pist) (+2)

=0

Nu volgt unit een gegradeerde versie van het het lemma van Nakayama, zie bvb [La),
dat elk van de P; gegradeerd vrij is met een homogene bagis, reg{pi1, ... Pik, } waarbij
degp;; = d;;. Maar dan geldt :

P(P;t) = Ltd” (4;¢)

g=1

en dus wordt de vergelijking {**) herleid tot :

of, equivalent hiermede, P(4;t) = —ﬁ- waarbij f(t) = b (1)) D ._1 145 ¢ B,
X

In onze toepassingen zal natuurlijk R het centrum van de spoorring van m generieke
n bij n matrixen zijn, R,, ,, en A de spoorring zelf.

In het licht van stelling 1.1. zal ons onderzoek naar de regulariteit van spoorringen
van generieke matrixen en dus in eerste instantie uit bestaan die waarden van n en
m te bepalen zodat P(T,, ,;t) een zuiver invers is.

2. Twee dimensionale representaties :

Alvorens ons te wijden aan de studie van de Poincaré reeksen van spoorringen van
generieke 2 bij 2 matrixen, willen we enkele klassieke resultaten opfrissen over de
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invarianten theorie van orthogonale groepen. Voor bewijzen en verdere details ver-
wijzen we de lezer naar het standaardwerk van H. Weyl [We| of naar een artikel van
C. De Concini en C. Procesi [DP] voor een moderne uiteenzetting.

Een n bij n matrix over een lichaam F noemen we orthogonaal als A A™ = I
waarbij I, de eenheidsmatrix is en {~)" de transpositie aanduidt. Met O, (F) zullen
we de orthogonale groep noteren, dit is de deelgroep van GL, (F) bestaande uit alle
orthogonale n bij n matrixen. Een speciale orthogonale matrix is een element van
O, (F) met determinant 1. De groep van alle speciale orthogonale matrixen noteren
we met SO, {F). De determinant afbeelding levert ons een exacte rij van groepen :

1 — SO, (F) — On(F) — B[2E = {1, -1} —

Er bestaat een natuurlijke aktie van de groep On(F) op een n-dimensionale vec-
torruimte V door links vermenigvuldiging. De invariantentheorie van orthogonale
groepen behelst de beschrijving van de ring van alle polynomiale afbeeldingen

f:V@...éBV——-—>F

van m kopies van V naar F die invariant blijven onder de komponentsgewijze al;tie
van Oy (F)opV &...©V. De ring van alle polynomiale afbeeldingen is natuurlijk

S—“—‘F[U,:,'lﬁiﬁﬂ’t,l'_(_]ﬂn]

en de aktie van een orthogonale matrix A in O, (F) op de ring § wordt gegeven door
de variabele n;; te zenden naar de j-de komponeiit van de kolom vector Atigiy ooy thin)"
We willen de invariant ringen

SOn(F) en S50

beschrijven. Laat ons met u; de rij-vektor {ti1,..., U;n ) ROteren en definieer

n
) =S iy
(i, u5) = ) Uik ts
k=1

De eerste hoofdstelling van de invariantentheorie van orthogonale en speciaal orthog-
onale groepen kan nu als volgt geformuleerd worden.

Stelling 2.1. : ([DP, th. 5.6.])

(1) : De invariantenring GOn(F) is de F-deelalgebra van S voortgebrqcht door de
elementen (u;,u;) waarbij 1<¢<j < n.

" (2) : De invariantenring 550 (F) is de F-deelalgebra van S voortgebracht door alle
elementen (u;, u;) als hierboven en de elementen

Ui, 1 e-- Uingl
[uils Uigssevs uin] = det

Uinn -+ Yinn
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waarbij 1 €i1<i2<...in < m.

Verder kan men nagaan dat het produkt van twee zulke elementen

[uu, EEY) um]-[“jh SRR “.i‘n]

gelijk is aan de determinant van de n bij n matrix ({4;x, u;5))s. Om de Poincaré
recksen van deze ringen te bestuderen is het nodig te beschikken over een basis van
SO=(F) en SSO(F) als F-vektorruimte. Zulke basis verkrijgt men met behulp van
- Young schemas. Een dubbel Young schema kan voorgesteld worden als

@11 ... G1iml bu blml

@g1 ... O2m2 bar ... bama o
T=|. : . .| =(4]B)

0;31 PPN asms bgl “ew bsms

waarbij alle a;; en b;; indexen zijn uit de verzaineling {1,... , i} éni verder nemeil
we aan dat
m,>2mg 2 ... 2 Mg

Met elk dubbel Young schema T als boven kunnen we een element van de invarianten
ring SO»(F) associeren, namelijk het produkt van de s determinanten

(a.,-l, ces a“im;lbila ceeyDim; = det((uam, ubie))k,i

Uit T kunnen we ook een gewoon Young schema afleiden, namelijk

a11 e alml
bll v b1m1
az1 ... O2m,
T' — 521 oo bgmz
dsl L a'smm
bei ... bsm,

en we zeggen dat het dubbel Young schema T in standaardvorm is als het Young
schema T’ in standaardvorm is. We herinneren er de lezer aan dat een Young schema

ay1 eve Oymy
X1  cer A2,

Opy -+ Opmy
in standaardvorm is alg
ai; < @i voor alle k > j
a;; < Qgj VOOr alle k > ¢
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De gevraagde basis voor de F-vectorruimten SO»(F) en $50+(F) kynnen nu als volgt
beschreven worden :

Stelling 2.2. : ([DP, Th. 5.1])

(1) : Er bestaat een natuurlijke één-één korrespondentie tussen een basis van de
F-vektorruimte $O»(¥) en dubbele Young schemas in standaardvorm van lengte < n
(dat is, m; < n).

(2) : Er bestaat een natuurlijke één-één korrespondentie tussen een basis van F-
vektorruimte $SOm(F) en enerzijds dubbele Young schemas in standaard vorm van
lengte < n en anderzijds produkten [u;y,...,u]-T7° waarbij T een dubbel Young
schema is van lengte < n zodanig dat het Young schema

l:uil RN uin]
Ti'

Als we elk vorm van de variabelen u;; graad u;; graad 1 geven dan zijn zowel
3, §OatF) alg §50n(F) positief gegradeerde F-algebra. Verder dient men op te merken
dat de graad van een basis-element dat korrespondeert met een Young schema gelijk
is aan het aantal cellen in dit Young schema.

in standaardvorm is.

Laat ons overgaan tot een expliciete beschrijving van het centrum R, o van de spoor-
ring van m generieke 2 bij 2 matrixen, T, 2. De volgende stelling geeft het verband
aan tussen R, s en de invarianten theorie van de groep SOg(F).

Stelling 2.3. : Het centrum Ry, 2 van de spoorring van m generieke 2 bij 2 matrixen
is isomorf met de polynoomring

RY[Tr(X1)y. .. s Tr{Xm))
waarbij R, = §50s(F) e invarianten ring van $ onder aktie van de speciale or-
thogonale groep van 3 bij 3 matrixen.
Bewijs :
In het eerste hoofdstuk hebben we gezien dat Ry, o de ring van polynomiale afbeeldin-

gen

van m kopoieén van M, (F) naar F is die invariant gelaten worden onder de kompo-
nentsgewijze aktie door konjugatie van GLy(F). Nu is het duidelijk dat elk van de
komponenten M, (F) als GLy(F}-moduul ontbonden kan worden in een direkte som

Mg(F)=FG9M0

waarbij M? de drie-dimensionale vektorruimte is van alle 2 bij 2 matrixen met spoor
nul. Deze ontbinding bestadat ook op de matrix-variabelen

1
X; = X + 5Tr(X:)

- 99—




waarbij X? ge generieke 2 bij 2 spoor nul matrix is

sz — ('21“-’011 - "21"5622 . 97121 | )
Z31 gT22 — 511
" Deze opmerking leert ons dat Ry, o de polynoom ring is in de variabelen
Tr(X1), ..., Tr(Xm)
over de ring van alle polynomiale afbeeldingen

fO:Moe..oM —F

van m kopieén van M naar F die invariant gelaten worden onder de komponents-
gewijze aktie door konjugatie van GLo(F). We zullen nu deze aktie van GLo(F)
op M in detail bestuderen. Omdat { = \/ —1 bevat is in F, kunnen we een algeen
element m van M° beschrijven als een spinor-matrix :

_ z y—1i2Z
M=\y+iZ -2
a b

Zijnu a = (¢ ) een algemeen element van (GLy(F) dan kunnen we het beeld van
- m onder aktie van o berekenen :

1

a.m.u .
_ 1 (ad + be)z + (bd — ac)y + i(ac + bd)k —2abz + {(a? ‘—-‘bz)y — i(a® + bz)‘k‘ . |
" det(a) | 2edz+ (d® — By +i(c® + dP)k —~(ad + be)z - (bd — acjy — i(ac + bd)k | -

Deze matrix kunnen we wederom als een spinor-matrix voorstellen :

St Lt s

- x -1z
amat={,7 ., y :
¥y +iz -2

waarbij

z' = (ad + be)z + (bd — ac)y + i(bd + ac)z
i
2
7 = —i(ab + cd)z — %-(b2 +d? —a? -y + —;—(a2 +0% + ¢ + d?)z

¥ = (cd — ab)z + %(az ~P? -+ dy+ (P +d? —a® - )z

Nu, als we de matrix m representeren door de driedimensionale kolom-vektor (z, y, )"
dan kan de aktie van o op deze vektor voorgesteld worden door links-vermenigvuldiging
met de 3 bij 3 matrix ‘

1 dd + be bd — de  i(de + bd)
S, = T ed — ab %(cﬁ ~ 2+ d?) —Li(a®+b? - -dP)
M0) | i(abted) Lla? -2+ —d?) Ll +b%++d?)
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Het is eenvoudig na te gaan dat S, € SOs(F). Dit toont aan dat de ring van
invariante polynomiale afbeeldingen f° is met de ring van invariante polynomiale
afbeeldingen

.. . oF® F

vam m kopieén van de standaard drie-dimensionale vektorriimte F(®) naar F die
invariant gelaten worden onder de komponentsgewijze aktie door konjugatie van
SO3(F), ie. §50:(F) = RO g

Nu hebben we gezien dat R?, voortgebracht is als F-algebra door de elementen
(ws, uy) -+ Ui u51 + iUz + Uisu s

U1 Uy Upy
[ui, Uq, 'Ll,,rc] = det Uiz Uya  Ugz

Uiz Uy Uks
- 'We willen nu deze elementen interpreteren in termen van de generieke spoor-nul
matrixen X?. We merken op dat

X0 = Ui1 Uiy ~ U3
: Wig -+ tUis — Ui

waaruit volgt dat

( 1 . 1 .
Ui = 5311(3) - "2‘3722(3)

1 . 1 .

{ Ujg = -2—vx1,2(z) + 5-:521(2)
1 . 1 .

Uiz = 5312(%) - §$21(3)

Gebruikmakend van deze relaties kan men nu vrij gemakkelijk aantonen dat

1
(us,t5) = -2~Tr(X.? X?)

(s, g, ue] = Tr(XPX7X7)

We zeggen dat een Young-schema de vorm o = 3%2°1° heeft indien het schema bestaat
uit a rijen van lengte drie, b rijen van lengte 2 en ¢ rijen van lengte één.

Gebruikmakend van stelling 2.2. kunnen we nu aantonen dat er een natuurlijke
één-één korrespondentie bestaat tussen een basis van RJ, als vectorruimte en Young
- schemas in standaardvorm o = 8°22°1%¢ voor alle (a, b, ¢) € IN®). Deze korrespon-
dentie kan expliciet gegeven worden door gebriik te maken van de interpretatie-regels :

TR - 7
-t F o odet Tr(X;X}) Tr(X)XD)
: Fr(XiX3) Tr(X;X7)

o T

o
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Bijgevolg kennen we de Poincaré-recks van R, g :

' 1
P(Rm’g;t) = '(1-—:—;)—”7{ Z £3a22612c.t3a+4b+26

a,b,e

waarbij Lgegs,c het aantal Young schemas in standaardvorm o = 3%2°1¢ aanduidt.
We zullen verderop zien dat dit aantal kan berekend worden aan de hand van een
formule van H. Weyl.

Na dit inleidend maar noodzakelijk werk kunnen we nu de beschrijving aanvatten
van de Poincaré reeks van de spoorring van m generieke 2 bij 2 matrixen, T\, 2.
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Stelling 2.4. :

2 De spoorring van m generiek 2 bij 2 matrixen is isomorf met de polynoomring
Ty, [Tr(21),- .., Tr(zn )] waar Ty, de F-deelalgebra is van T\, o voortgebracht door
de generieke spoor—nul matrixen X7,...,X5.

(2) : Er bestaat een natuurlijke één-één korrespondentie tussen een basis voor T, als
F-vektorruimte en Young-schemas in standaardvorm ¢ = 3%2%1¢ voor alle (a,b,¢) €
NG,

Bewijs :
Met T, zullen we de ring aanduiden van alle polynomiale concomitanten

FiMP®...0 M® — My(F)

van m kopieén van M° naar M,(F). Omdat de spoorring voortgebracht is door
(niet-kommutatieve} polynomen in de generieke matrixen X; en door elementen van
de vorm Tr(X;, ...X;,), kunnen we evenals in het bewijs van de vorige stelling de
sporen afsplitsen en verkrijgen :

Ty = T [TH(XL), ..., Tr(Xm)]

Verder kunnen we elke polynomiale concomitant f als boven ontbinden als f =
FO + LTr(f) wat overeenkomt met het spoort te nemen in de ring WY,. Aldus
ontbinden we TC, als gegradeerde vectorruimte in een direkte som T° @ RO waarbij
T° de ruimte is van alle polynomiale comcomitanten

fMo...o M* — M°

van m kopieén van M? naar M°. Een beschrijving van de ruimte T° kunnen we op
devolgende wijze bekomen :
De afbeelding

Tr(-Xm+41) : Mg — Rpypiro

is een lineaire injectie. Het beeld bestaat juist uit deze elementen van R,,y1,2 die lin-
eair zijn in de matrix-variable X,,.+1. Met alle identificaties en notaties als voorheen
kan men gemakkelijk aantonen dat voor iedere fO € T het beeld Tr(f°X5, . ,) gele-
gen is in de deelruimte van Rm+1 die bestaat uit juist die invarianten dle lineair
zijn in de matrix-variabele X2, ;. Gebruikmakend van de voorgaande resultaten
betekent dit dat T'r(f°X7,,,) geschreven kan worden (op unicke wijze !) als een
lineaire kombinstie van Youig sclienias iti standaardvorti o = 3722°1%¢ die geviild
zijn met indices uit de verzameling {1,...,m + 1} en zodanig dat in ieder van deze
Young schemas de index m + 1 juist één maal voorkomt.
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Nu kan m + 1 maar op drie mogelijke plaatsen (aangednid door een *) voorkomen in
cen Young schema in standaardvorm o = gegzbyZe:

s .

- ¥1 mogelijkheid I

*1

mogelijkheid II

]

mogelijkheid TIT

In geval I hebben we :

(117 [+t Tr(XI X5 X

= Tr{(X? X)X 7041
In het tweede geval krijgen we :
T 7 | = XX THX X o) Tr(XOXO)Tr(X) X0 41)
Tt 1] = Tr[(Tr(XPXR)XT - Tr{XIXX]) - X9 41]
En ten slotte in het laatste geval :
i = Tr{X? X5 41)

m+1l = T"((X?)Xm--l-l)

Deze regels maken het ons nu mogelijk om fO terug te verkrijgen uit de lineaire kom-
binaties van Young schemas in standaardvorm die Tr{ £°X%, ;1) voorstellen. Door
het schrappen van de cel waarin de index m + 1 voorkomt krijgen we een natuurli-
jke één-één korrespondentie tussen el basis voor 0 als F-vektor-ruimte en Young
‘schemas in standaardvorm :

mogelijkheidl ~ : = ga—1 g2b+1 12¢
mogelijkheid I : 0= go 926—1 12e+1
‘mogelijkheid M : o= 3%.22%0%!

Dit, te samen met de dekompositie mo, = T @ RY, en stelling 2.3. bwijst reeds deel
(2).

Om het resterende deel van (1) te bewijzen merken we op dat uit de beschrijving in
termen van Young schemas volgt dat O, als F-algebra wordt voortgebracht door de
X? en de elementen Tr(X¢X7) en Tr(X0 X2 XR). Nu kan men betrekkelijk eenvoudig
aantonen dat ‘ ,

{Tr(X,?X?) = X?X9 + X X2
Tr(X?X‘?Xg) = '15'53(X31X,?7X2)
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waar Ss de alternerende symmetrische veelterm is. B

Wederom laat dit resultaat ons toe de Poincaré reeks voor de spoorring van m gener-
ieke 2 bij 2 matrixen te bepalen :

P('Il‘m,g; t) = ﬁ—:-ﬁ-;n— Z ﬂsagblc.t3a+2b+c

a,b,¢
waarbij als voorheen Lsageic het aantal Young schemas is in standaardvorm ¢ =
32961¢ gevuld met indexen uit de verzameling {1,...,m}.

Zoals we reeds eerder vermeld hebben heeft H. Weyl een gesloten formule gevonden
voor dit aantal als m = 4 '

ﬁsagb e =

b+e Tx tbhtey T +0,. 5 @
(L+b)(1+e)(1+ -—5-5. IT (+ -‘-‘--——T—-c-). T @+° ; ) T (+ }*)
j=3 j=2 =1

Hiervan gebriik makend is het eenvoudig om de eerste termen te berekeneil in de
Poincaré reeks van T3,

o=1 Ly=m

=2 .Cz =1 'n;-—l
sot?  pp=ml
c=3 ﬁs=m:iﬁ _%_2 |
o =21 Loy = ﬁ@:ﬁ.‘%ﬁ?ﬁ.‘:ﬂ
R SO T

en bijgevolg krijgen we :

m(2m? +1) B+ m(m +1)(3m* —m +2) Al SO

P(MO; =1+ mt+m*® + 3 2

Om regulariteit te testen van spoorringen van generieke matrixen {of equivalent van
de spoorringen van generieke spoor-nul matrixen, ’Jl‘,?n) dienen we echter te beschikken
over een rationele uitdrukking voor P(Tm,z2; t) (of P{TY,;1). Hiervoor voeren we de
zogenaamde generieke Clifford-algebra in. Zij ih.a. A een F-algebra en zij o een
F-automorphisme van A. Een lineaire afbeelding § : A — A noemen Wwe een o-
differentiaal indien we voor alle A, A" € A devolgende betrekking hebben ’

§(A ) = §(A).6(X")
 Voor zulk koppel (¢,5) kunnen we de Ore-uitbreiding A[z, o, 8] van A definiéren als
de verzameling van alle veeltermeii met kodfficidtiten it A efi et de vermenigvitldig-

ingsregel :
2. =o(A).2 +6{(})
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voor alle A € A. Als we onszelf een rekursieve definitie toelaten dan zeggen we
dat geitereerde Ore-uitbreidingen Ore-uitbreidingen zijn of Ore-uitbreidingen van
geitereerde Ore-uitbreidingen.

Beschouw nu de F-algebra

Oly = Flai; : 1 < i < j < mfay][az, 09,82] ... [@ms O O]

waarvoor we voor alle § < § stellen dat o;(a;) = —a; e op de afidere variabeleii
“hebben zowel o; als 6; een triviale aktie, d.i. o;(z) = 2 en §;(z) = 0. Om na te
gaan dat de algebra Ci,, een geitereerde Ore-uitbreiding is dienen we te bewijzen
dat o5 een automorphisme is (dit is triviaal) en dat §; een oj-differentiaal is op de
deelalgebra

Ol i = Flii; 1 £ 1 < j < mldi][de, 03,8 ... [dik—1, O O—i]

" Omdat we 6 op een voortbrengend stel hebben gedefinicerd kan men & uitbreiden tot
heel Cly, k. We dienen er echter over te waken dat de kommutatie-relaties bewaard
blijven. Dus dienen we te bewijzen dat voor alle i < j < k

6k (aia; + ajai) = 6i(2045) = 0

Nu is 6 (a;a;) = +2a:.0; — 2a;45x en 6x(a;a;) = 2a;10; — 2a;a:; en omdat alle a;x
centrale elementen zijn volgt het gestelde.

De algebra Cl,, noemen we de genericke Clifford algebra omdat de Clifford algebra
(zie bvb. [La]) van elke quadratische vorm over F van rang m kan verkregen worden
als epomorf beeld van Cl;,. De ringtheoretische structuur van deze generieke Clifford
algebras is zeer mooi :

Eigenschap 2.5. Van de generieke Clifford algebra Cly, zijii zowel de globale di-
mensie als de Krull dimensie eindig en gelijk aan 4’5’14"-;?*—1—1

Bewijs : Fields [Fi| heeft bewezen dat in een Ore-uitbreiding de globale dimensie
ten hoogste met 1 vermeerdert en dus is gldim(Cln,) < & ";'*'1 .
Als we nu met S,, de commutatieve deelring

FlA;;j:1<i<j< m][ai,ag,...,a?n]

van het centrum van Cl,, noteren dan gaat men eenvoudig na dat Cl,, een vrij Sp-
" moduul is van rang 2™ en met basis {ai’ ...a&";€; = Oofl}. Gebruikmakend van een
resultaat van McConnell [Mc] verkrijgen we hieruit dat

gldim(Cly) < gidim(Sp) = Z_”i?fféif_!l

waaruit het gestelde volgt. Tenslotte hebben we tevens X dim(Cly,) = Kdim(Sp) =
?—’—(m?t-l-l- omdat Cl,, een torsievrij eindig voortgebracht Sp,-moduul is. &
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Bovendien is Cl,,, een positief gegradeerde F-algebra als we de variabelen a;; graad
twee en de variabelen a; graad één geven. Dit volgt uit het feit dat dan alle
kommutatie-relaties
a;a; + a;6; = 2a;;
homiogeen zijn van graad twee. Omdat de geniérieke Clifford algebra Cl,, als gegradeerde
vektorruimte isomorf is met de kommutatieve polynoomring
Flaij:1<i< j<mja,...,an]

volgt dat de Poincaré reeks devolgende vorm heeft

1

P(Cly;t) = —
(Cm3 ) (1—f)m(1 - 2) 252

- Maar laat ons nu terugkeren tot de studie van de Poincaré reeks van de spoorring
van m generieke 2 bij 2 matrixen. Voor elke 2 bij 2 matrixen 4 en B met spoor nul
geldt de relatie :

A.B+B.A=Tr(A.B)

Hieruit volgt dat er een F-algebra morfisme bestaat
©m 1 Clyp — T

door a; te zenden naar de generieke spoor-nul matrix X en a;; naar ;7(X)X?).

Wegens stelling 2.4. weten we dat ’Il‘?n als F-algebra voortgebracht is door de ele-
menten X? en bijgevolg is p,, een epimorfisme.

Omdat Cl,, eindige globale dimensie heeft bestaat er een eidige tesolutie van MY,
als links Cl,,-moduul :

0—=P,—...—» P —-->P0=C'lm-->’]I‘?n -+ 0

- met alle P; gegradeerd vrije Cly,-modulen van eindige rang en alle morfisme graad-
bewarend. Door een redenering als in §1 bestaat er dus een polynoom fy, () € Z|t]
zodat

0 .4y o t) = i (£)
PUTL ) = (0P Olst) = e Py

Nu zijn we in staat onze eerste hoofdstelling te bewijzen.
Hoofdstelling 2.8. :

De spoorring van m genericke 2 bij 2 matrixen, T, o, heeft eindige globale dimensie
‘als en slechts dan als m < 8.

Bewijs : Daar Ty, 3 = T [Tr(Xy1), ..., Tr(Xm)] volstaat het natuurlijk de stelling
te bewijzen voor de spoorring van m generieke spoor-nul matrixen ’.[[‘.?n. We weten

dat ¢
fmt)
(1-f)m(1 — g2) =52

P(MY,;8) =
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~ voor een zekere veelterm f, (¢) € E[t]. Laat ons nu veronderstellen dat Ty, eindige
globale dimensie heeft, dan is het duidelijk dat de Poincaré-reeks devolgende vorm
dient te hebben : L
(L—ge.(1+1¢)?
voor zekere o en 8 in IN. Van deze rationale vorm kan men de machtreeksontwikkeling
bepalen : ‘
ala+1) BlB+1)\ 0
1+(ﬁ—va)t+( 5 af +—— —-)t +...

Verder hebben we reeds bewezen, aan de hand van de formule van H. Weyl dat de
eerste termen in de machtreeksontwikkeling van P(Try,;#) de volgende zijn

P(MY,;t) =

P(MY;t) =1+ mi+m?? +...

Bijgevolg dienen « en 8 oplossingen te zijn van de vergelijkingen :

B—a=m
alo +1) - 2a8 + (8 + 1) = 2m®

en men gaat na dat dit impliceert dat a = ?’ﬂ!%_ll en 8 = m-(—’%i'—l)-. Dus, steeds in
de veronderstelling dat T, eidige globale dimensie heeft, moet de Poiuncaré-reeks
van M9, de vorm hebben

1

P{TEL 1) = o pvost
(T, (1 t)m.(1 - 2) =5

= P(Clin, 1)

Maar anderzijds hebben we het natuurlijk epimorfisme ©p, en bij gevolg de exakte rij
van gegrageerde Cl,,, modulen :

0 — Ketpy — Clp &5 T, — 0

Nu volgt uit de gelijkheid P(Clp,,¢) = E('E?n, t) dat de Poincaré reeks voor Kerpy,
nul moet zijn, of met andere woorden, Kerpy, = 0 en dus Clp, = .. Maar laat
ons nu de Krull diiiensies berekenen vai beide F-algebras :

KdimCly, = ﬁ(—’?"éil—)-

KdimT?, =3m -3

want uit het eerste hoofdstuk onthouden we dat KdimTy, s = K’dim’ll‘?n +m =
4m — 3. Bijgevolg moet i éen oplossitig 2iji van de kwadratischie vergelijkiig

m2—-5m+6=0
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en aldus m =2 of m = 3.

Omgekeerd, nu, zij m =2 of m = 3 dan hebben we een epimorfisme @, : Clp —
O, tussen twee affiene F-algebras van dezelfde Krull dimensie.Nu kunnen we een
resultaat van W. Schelter aanwenden dat stelt dat de lengte van alle maximale rijen
van priemidealen gelijk zijn voor affiene F-algebras die voldoen aan een veelterm-
identiteit, [Sch], om te kunnen besluiten dat s en pg isomorfismen zijn. De bewering
volgt dan uit eigenschap 2.5. W

op gelijkaardige wijze kunnen we bepalen wanneer het centrum R, » van de spoorring
van de generieke 2 bij 2 matrixen eindige globale dimensie heeft :

Stelling 2.7. : Het centrum R, o heeft eindige globale dimensie als en slechts dan
als m < 2.

Bewijs :

Daar Ry 2 = R [Tr(X1),.. ., Tr(Xm)] volstaat het natuurlijk de stelling te bewijzen
voor RO.. Nu hebben we gezien dat RY, de invarianten-ring is voor de speciale or-
thogonale groep S03(F). Bijgevolg is er een Z /2Z-aktie of RO, waarvan de invariant-
‘gelaten ring juist de ring van invariabelen is van de volle orthogonale groep Os (F).
Hieruit en uit de beschrijving van $P¢(F) als in stelling 2.1.(1) volgt dat R?, een eindig
voortgebracht moduul is over de commutatieve veeltermring Flag; :1<i<j<ml
via het morfisme :

F[az‘j’] Ty §0:(F)

R},

waarbij 7{a;;) = (u;,u;). Alle morfismen zijn gegradeerd indien we elk van de
variabelen a;; graad 2 geven. Bijgevolg bestaat er een veelterm gm (t) € Bt] zodat

L < gm il
P(ES ) = i

Veronderstel nu dat RS, eindige globale dimensie heeft dan moet de Poincaré-reeks
de natuurlijke vorm hebben

P(Ry,,t) = (1- ) (1 - 2)P

daar elke kommutatieve affiene gegradeerde F-algebra van eindige globale dimen-
sie een veelterm-ring is. De eerste termen in de nachtrecksontwikkeling van deze
nitdrukking zijn :

o+ 1){a +2)
6

1+ at + [ﬂ + ‘-----—-—'——‘~]t2 + [a( + ﬁa] £+
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Anderzijds beschikken we ook over de machtreeksontwikkeling van P(RY,,t). Inder-
daad,

P(R&,t) =14 L2 82+ Lst® + ...

mim + l)tﬁ + m{m — 1)(m -—2)#.; 4.

=l+— 8

en bijgevolg krijgen we dat o = 0, § = _m_L"'_;ill, en m moet een oplossing ziju van de
vergelijking
m{m—1)(m-2)=0

waaruit natuurlijk m < 2. Omgekeerd nu, als m = 0 dah is R, = F en voor
m = 11i8 RY), = F|a] en beide zijn natuurlijk regulier. Voor m = 2 weten we
dat MY = Cl, en het centrum van Cly kan men betrekkelijk eenvoudig bepalen :
Z(Cly) = Flayz, a2, a2] waaruit het gestelde volgt. g

In het bewijs van de laatste twee stellingen hebben we aangetoond dat de rationale
vorm van de Poincaré-reeks van T, 2 (resp. Ry,,2) nooit van de vorm J-.-(l—t-)- is voor

een veelterm f{t) € Z[¢] wanneer m < 4 (resp. m < 3).

Vooraleer deze sektie te bedidigen willen we eveiiwel de rationidle vorm vii deze
Poincaré reeksen bepalen. Beide ringen R, o en T2 kunnen ook gegradeerd
worden door IN™) door iedere variabele #;;(I) van de generieke matrix X; graad
(0,...,1,0,...,0) te geven waar de 1 op plaats 2 staat. De bijhorende Poincaré-
reeksen worden dan als volgt gedefinigerd :

P(Rm,?; tl, ey tm) ((Rm’z)(il,_",.im)).til “o t:,;:‘

i
.M
=
8
%

(41, ’im)
P(Mpostyyeestm) = Y,  dimp((Tms)iy,...im)-E0 - - B0
{i15eeestm)

Laat ons begiunen met de rationale uitdrikkifig voor P{Rp,itiy... tm). Daar
Rims = RY, [Tr(Xy),...,Tr(Xm)] hebben we

| 1 0
P(Rpyaitiy... b)) = TI:"Z(-:-@'P(R?’ZI""’M)

Verder werden de rationale uitdrukkingen van de Poincaré reeksen van invarianten
ringen van speciale orthogonale groepen ruim zestig jaar geleden bepaald door H.
Weyl [We, p. 17] en 1. Schur [Sc|. In het speciale geval van S503(F) krijgen we :

[1+2m=3, . gm=3 4 gm, gz gme1]
ITi<e (b — ). TTice (1 — #its)

P(AR?n;t]_,... 4 tm) =
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waarbij de uitdrukking in de teller staat voor de determinant van devolgende m bij
m matrix
P LE R - LN &} CA

B4

t+ 07 et i RIUE SRS S
A PN (A
tm'-—2 tm-—z tm—2
-1 -1 o ",
L] £ s gmml ]

Bijgevolg hiebben we listvolgende resultasit bewezéti :

Stelling 2.8. : De Poincaré—;'ee}:s van het centrum Ry,,2 van de spoorring van m
generieke 2 bij 2 matrixen heeft devolgende rationele vorm :

2m—3 m—3 m;ym—2 gm-—1
P(Rmﬂ;tl,---,tm):"‘[%njt ’“r}ft * ,tm "t ]

I (- i) Iick (ts — %)- Hi_(_k (1- titx)
Na vereenvoudiging van deze gitdrukking, waarbij alle termen i — t; in de noe-
mer verdwijnen, kan men de rationale vorm voor de Poincaré recks in één variabele
verkrijgen door alle #; gelijk te stellen aan i.
Hierboven hebben we reeds opgemerkt dat de lineaire afbeelding

T?'("'"Xm-i-vl) . r-mm,Z - Rm+1,2

cen inclusie is waarvan het beeld juist bestaat uit die elementen van Rpmi12 die
‘homogeen zijn van graad één in de matrix-variabele Xy 41, of met andere woorden,

het beeld is de ruimte
Z (Rumti,2) (15 ooy m, 1)

(f:]_g-..,‘im)

Wanneer we deze informatie nu vertalen in termen van Poincaré-reeksen dan verkrij-
gen we dat P(Tm,2;%1,---) tm) de kobfficiént is van fmi1 in de machtreeksontwikke-
ling van P(Rp41,25815-+ -5 tmi1) of equivalent hiermede :

P("Il‘m,g; 51, ey tm) = -(_—)—-t—-—-—l——i-R(Rm+1,2; tl, ceuy tm+1)
m

tmt+1=0

Of, gebruikmakend van stelling 2.8. waarin we natuurlijk m door m +1 dienen fe
- yervangen krijgen we dat P(Tm 2581, -+ ,tm ) gelijk is aan

3 [1 + t2’m*—1, ey tm—-i + tm+i; tm-—i, tm]
Flmrs T2 (1= ) I (0 = ) LT (L it

tim+1=0
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Als we de teller van deze uitdrukking berekenen dan bekomen we :

m
II(].—-tj').H (ti — t:). H t. H ~ titi ). Mj—
=1 i<k j=1 i<k
m m m
 Hla-on e - oo o ffu-o
=1 z<k i=1 iLh
m m W
NN (R S Y | (A
F=1 i<k J=1 i<k
m m,,k m
+ [T =) I (¢t = t:)- Ht, H — t4)- (3 t3)}- Mo
=1 i=1 =1

Waarbu M, (resp M;) de determinant is van de m-+1 bij m+ 1-matrix bestaande uit

de eerste m kolommen van de matrix [1 + 2™~1,.
,o)’) Als we met ¢; de ide elementaire

m+1 de kolom (0,1,0,...,0)" (resp. (L,0,.

iR gmlogm=l gl en als

symmetrische funktie aa,ndmden dan kunnen we de teller als volgt beschrijven :

m m m

H(l - tj) H(tk - t,;). H(l e t,-tk).[em.Al - (6m +en-1 t+ Cl.em).Az]

i=1 i<k i<k
waarbij ,
- 14 Emed b + oL
t2 + tzm —~3 tzm—--s
t3 + tzm“ 3, + 12m—*
Al = det
tm ] + tm+l im—& + t’;‘fygi-l
tm 1 tm-— 1
! tm 34 -
i) +t2m 2 tm 4+ 1272 1
Ag = det : :
A fm=2 4 gLl
’ tmv--l‘ tm—l
m
A i i -

Bijgevolg hebben we devolgende stelling bewezen.

ma,tnxen heeft de volgende ratlonale vormw

ng: 2:9:-+-De Poiicaré-recks vanée]speerrmg—mmgeneneke- va%matrﬁ:en = e

em-A1 — (€m + €16m + em—i)-Az.
dm) =

P(.’Em2;tl,-~- e T, (1 4)- T (8 — 1)- [h<(t -

‘t@ tk)

—e-daarna alle t; geh]k te stellen aan £.

~.en 1 wederom kunien we hieruit P('Il‘m 2; ) bekomen door eerst te vereenvoudlgen en oo
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In het speciale geval dat m = 4 verkrijgen we

1—iylqgisty
= —
iy (1 — )2 [Tig (1 — tity)

Tevens kunnen we deze stelling gebruiken om de funktionaalvergelijking voor de
Poincaré reeks te bewijzen :

P(Ty;t1, 82,83, 04) =

Stelling 2.10. : (Functiona,alvergelijking) De Poincaré-recks van de spoorring van
n generieke 2 bij 2 matrixen voldoet aan de functionaalvergelijking

‘ 1 -
P(Tm 25 "E) = — 4" P(Tp,2;1)

Bewijs :
Een eenvoudige verificatie leert ons dat

- 1 1
G%n 1.A1 -t-l-,..., tm) = "Al(tlﬁ"'atm)
S o
em B (e n ) = Bt t)

1
€2, (em + €, m + em*—l)(?;'a“-ar') = e + €18m + em—1
m

Wanneer we deze informatie substitueren in de rationale nitdrukking voor de Poincaré
reeks, dan bekomen we

1 1

T .

( ms2 tl tm)
—e2271 (e Ag = (€m + €i6m + Em—1)-A3)

oS (T (8 — 1) T s — ) Tz (bt — 1))

e (=)™ +™ P(Tom, 251, s bm)

Ten slotte stellen we alle ¢; gelijk aan ¢ en bekomen de funktioneelvergelijking. W

Hoewel stelling 2.9. een gesloten vorm geeft voor voor de Poincaré reeks van de
spoorring van m generieke 2 bij 2 matrixen is dit resultaat meer van theoretisch
dan van praktiseh belang. In de praktijk is het namelijk uitermate moeilijk deze
rationale vorm expliciet uit te rekenen. Tot besluit van deze sektie wil ik enkele
suggesties uitwerken van C. Procesi teneinde een kombinatorische methode voor de
beschrijving van de rationale vorm van de Poincaré reeks te hebben.

Laat ons aanvangen met het opfrissen van de definitie van de homogene kodrdinaatring
van de Grassmiant variteit van alle twee-dinensioiale deelpiiiften van eén Hi-difeii-
sionale ruimte : Grass(, m). Voor bewijzen en meer details verwijzen we de lezer
naar [HP], [KI] of [GH].
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Zij Z = (Z;;)s,; een 2 bij m matrix bestaande uit variabelen. De Grassmann-algebra
Grass(z m) kan dan opgevat worden als de F-deelalgebra van F|Z] = F[Zy;, Zs; :
1<5< m] voortgebracht door alle 2 bij 2 mitiofen vai de matiix Z.

De Grassmann-variéteit kan ingebed worden in een projectieve ruimte door gebruikte
maken van de zogenaamde Pliicker=kodrdinaten A;; voor alle alle 1 < i < j < m

waarbij )
: . e Zow
/\lgj = det (Z;: Z;:;)

Het is reeds lang bekend, zie bijvoorbeeld [D2; Th. 2.1.] voor een moderne be-
handeling, dat er een natuurlijke één-één korrespondentle bestaat tussen een basis
voor Grass(2,m) als F-vektorruimte en Young schemas in standaardvorm o = 2°
voor alle & € IN. Deze korrespondentie wordt gegeven door aan zilk Young schema
het produkt te associéren van de b rijen ¢ j die elk gefnterpreteerd worden als de
Pliicker-ko6rdinaat A;;.

Bijgevolg is de machtreeksontwikkeling voor de Poincaré recks van de Grassmann-
algebra :

P(Grass(2,m), ZE 120

Nu kan man gebruikmaken van de bekende Pieri-formule, zie bvb. [S3], die een
dekompositie geeft in irreduciebele representaties voor het tensorprodukt van een
reptresentatie van G L, (F) bepaald door een Young schema o en een kolom. Ruwweg
gesproken komt dir erop neer de cellen van de kolom te verdelen over de rijen van o
zodat men nog één Young schema heeft. Bijvoorbeeld :

© W = o 7 &
/) 7

77 7 v ’,’/",;;
% 7,
i,!!%

Hierdoor bekomen we :

1 o0
Z ﬁsagblc - (]__h:_t-j;;‘— Zﬁgi.t2z
k=0

{a,b,¢)

en wanneer we dit kombineren met reeds eerder bewezen resultaten verkrijgen we :

P(Ty, 95t) = ﬁm:ﬂg’-’;'})( Frass(2, m),t)

en bijgevolg zal hist volstaaii de poificaré-reeks voor de Giasstann-algebia te be-
schrijven. De algebra Grass(2,m) kan men realizeren als een invarianten-ring op de
nu volgende wijze. Laat de groep GL3(F) werken op de veeltermring F|Z] door voor
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een element o € GLy(F) de variabele Z;; te zenden naar het (i, j)-de matrix element
van a.Z. Dan is
Grass(2,m) = F|Z]¢)

De beroemde Hochster-Roberts stelling, [HR], stelt dat de invarianten-ring van een
veeltermring onder aktie van een reduktive groep steeds een Cohen-Macaulay domain
is. Hiermee bedoelen we dat de invariantenring een gegradeerd vrij moduul is vai
eindige rang over een veelterm deelring.

In het speciale geval van de Grassmann-algebra kan men deze deelring en een basis
expliciet aangeven. Zij H,, de verzameling van alle m-(-”—;-'-’—ll Pliicker kodrdinaten A;;
voor 1 < i < j < m. We kunnen op H,, een partiéle ordening definiéren als volgt :

)lij‘ S Akl asa ] S k en en j <1

Laat ons, bij wijze van voorbeeld, het geval m = 5 behandelen. Het Hasse diagram
van Hjy is

rang 7: g5 —
rang 6 : "~ Ass
rang 5: Asqd \/\. ,»; Aag -
rang 4 : T s
rang 3: >\23 = T A14
— -
rang 2 : ~ As

rang 1: Aje -

In het algemaan kan men op Hp, een r@ngffunktie definiéren met maximale rang
9m — 3. Uit Th. 8.1. en Th. 11.1. van [D2] kan men bewijzen dat Grass(s,m) een
gegradeerd vrij moduul is van eindige rang over de veelterm deelring

?m = F[G‘)l, seey 62'm—3]

waarbij

O; = Z Ajk

rangije=t

Verder is het mogelijk om aan ieder lijnstuk A;; < Ag een natuurlijk getal te as-
sociéren M()\z‘j, Axi) zodanig dat er voor ieder interval [Xij; Aki] één en slechts één weg
gevonden kan worden :

Aij = Aigjo < Aigsy <...< Aiu,]'n = Ak

" zodat de getallen van de lijnstukken stijgend zijn. Of m.a.w.

B(higsos Airs) € 8(irs € B(Aiysn Xizga) S ove S B Xiotdam1s Xinga)

‘Hoe bereikt men dit resultaat ? Wel, aan een lijnstuk in de n-de hoofddiagonaal

associeert men het getal 2n en en aan een lijnstuk in de n-de nevendiagonaal het
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getal 2n + 1. In ons voorbeeld, m = 5, krijgen we :

Nu kan men een één korrespondentie opzetten tussen de maximale ketens in H,, en
een stel basisvektoren voor Grass(2,m) over %y door gebruik te maken van algemene
theorieén ontwikkeld door A. Bjérner [Bj] en A. Garsia [Ga]. Met een maximale keten

Alg = )\io.?'o < Ailh <...< Ai2m—4.7"2m'—-4 = Am—1m
associéren we hetvolgende element in Grass(2, m)
II Aigde
kES

waarbij S de deelverzameling is van {0, 1,...,2m ~4} die bestaat uit juist die indexen
'k zodanig dat

ik _semo) > B(Niigio iy asies)
In ofis voorbéeld, m = 5, kiijgeni we lietvolgetide

ketens
2—-83—-4-5-6-17
2-8-4-6-5-17
2-4—-3-5-6~7
2—-4-3-6-5-17
2—-4—-6-3-5-7

elementen

1
Ags
A1g

A14.A25
Ars

- Uit deze informatie is het nu eenvoudig is het nu eemvoudig de Poincaré reeks voor
Grass(2,5) en dus voor T's 3 te bepalen :

. 14382 4+44
P(Grass(2.5),t) = oA
14382 + 4
P(T5,2;t) =

(1 -8 -7

- 30 —




In het algemeen krijgen we hetvolgende resultaat :

Stelling 2.11. : De Poincaré-reeks van de spoorring van m generieke 2 bij 2 matrixen
heeft de rationale vorm :

gm (£%)
(1 = 1)2m (1 - 2)2m—3

waarbij g, (£2) een veelterm is in IN[£?] zodat de koéfficiént van 27 het aantal maxi-
male ketens in

H,, is waarin juist je hoekpunten voorkomen waarin de getallen van de lijnstukken
daalt.

Laat ons nu P(My, 2;t) berekenen voor kleine waarden van m

m =2 : In dit geval bestaat het Hasse diagram maar uit één punt en bijgevolg is

P(T223t) = treyac=esy

De enige maximale keten is stijgend en dus P{Ts 9;¢) = myg%r_‘t‘ﬁj—s‘

m = 4 : Het Hasse diagram heeft de vorm

Als maximale ketens krijgen we

2345 geen knikpunt
2435 één knikpunt

En bijgevolg krijgen we de Poincaré reeks :

1+

Pl == oy
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m = 6 : Het Hasse diagram Hg is

maximale ketens knikpunten

23456789
93456879
23465789
23465879
23468579
24356789
24356789
24365789
24365879
24368579
24635789
24685879
24638579
24683579

= b B k= BO GO DN DN = RO O

en dus krijgen we voor de Poincaré reeks

1+ 682 + 6t + {©
(1—8)12.{1 - £2)°

P(Te,z; t) =




m =17 : Het Hasse diagram is

*\
11,
>k
10 9
< X
o 10 7
PN PN
8 7 10 5
.4 > x
7 8 5 10 3
> ><’ N
¢ 6 5 8 3 - 10
N5 6 3 8"
>t
_ 4 3_ 6 d
Tk
> 3 e
*/
>
*/

In dit Hasse-diagram hebben we reeds 42 maximale ketens waarvan er 10 één knikpunt

hebben, 20 twee en 10 drie. Bijgevolg krijgen we als Poincaré reeks

1 -+ 1042 + 202 + 20£% + 10£° 4 £8
(]_ - t)lll.(]_‘tZ)ll

P(M7,2;1) =
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3. Driedimensionale representaties.

Vooraleer we kunnen bepalen wanneer de spoorring van m generieke 3 bij 3 matrixen
eindige globale dimensie heeft dienen we de beschrijving van Formanek [Fo| van de
' machtreeksontwikkeling van Ry, s, €0 Ty, 7 in een multigradatie teherhalen.

We hebben vroeger (1.3.) opgemerkt dat Ry, , (respectievelijk Ty, ) de ring van
invarianten is voor een aktie van de algemene lineaire groep GLy, (F) op P, (respec-
tievelijk My, Py, ). Gebruikmakend van dit feit heeft Formanek gebruik gemaakt van
de algemene theorie die zowat zestig jaar geleden ontwikkeld werd door H. Weyl en
I. Schur om een formule af te leiden voor

P(Rm,n§ biyeeny tm)

P(Em’n; t]_, vy tm)
van het centrum R,, ,, van de spoorring van m generieke n bij n matrixen Ty, », in
de multigradatie die iedere variabele z;;{I) € Py, 5 de graad (0,...,1,...,0) met 1
op plaats [ geeft.

- Laat ons eerst enkele definities en resultaten herhalen over de rifig van symmietrische
funkties in n variabelen. Een machtenreeks van lengte n is een reeks

a=(ag,...,0n)
bestaande uit elementen van IN. De graad van o wordt dan gegeven door
o] =ay +as+...+ay
Een verdeling van lengte < n is een machtenreeks A = {Ay,..., A, ) zodat

A1 €A L...8

Aan iedere verdeling A = (Ay,...,A,) van lengte < n kunnen we een element in
Z|xy,. .., %y associéren :

ax = ax(Ty, ..., %) = Z sq("’)-"’i(ﬂ) e 3;&)
7ESH

waarbij S, als altijd staat voor de groep van alle permiitaties op n elementen. In het
speciale geval _
§=(n-1n-2,...,10)

krijgen we het element

as = Il(xz N :cj)

i<y
In de veeltertnritig B[&y,. . ., £, ] Kaii mei adntonien dat dsy., deelbadr is door ds voor
iedere verdeling A van lengte < n en waarbij 6 +A = (A +n—1L Ao +n—2,...,dp 1+
1,),). Het kwotient as.» f@s is invariant onder de voor de hand liggende aktie van de
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groep Sy, op &[zy,...,2,], d.i. deze die ontstaat door de variabelen te permuteren,
en wordt de Schurfunktie geheten horend bij de verdeling A van lengte < n en wordt
genoteerd door s5. De verzameling

{s5]A een verdeling van lengte < n}
‘vormt een basis als Z-moduul voor Ay, de ring van alle symmetrische funkties in
' n variabelen, of m.a.w. de invariantenring van de natuurlijke aktie van S, op
z[ml, s ,mn].
Men kan van de verzameling van alle Schuz-funkties zelfs een orthonormale basis
maken door een inprodukt < —, ~ > te definiéren op A, en op de uitbreiding

T, = Zlzy, 27", 22, :c;l,...,:cn,:c;l]“gﬂ
op de volgende wijze. Zij

(=) : Bz, 27t Zaa 27— Blon, 877 @, 2 ]

de involutie zijn die gegeven wordt door (z1)* = z;'.Laat ons nu de lineaire funk-
tionaal definiéren “

/ N A ET TR TR S B 4

door de regels [1 = 1en ff‘,...,:c‘,’{" = 0 als niet alle a; = 0. Nu kan men het
inprodukt voor alle koppels a,b in I',, definiéren door

1
< a,b>= ;z?fa.(b)*.aa(ag)*

' Dit is een meer a,lgebra'i.s‘ch georitenteerde vertaling van de methode ontwikkeld door

H. Weyl om een inprodukt te definiéren op modulen door te integreren over de uni-
taire complexe groep U, (C) die dezelfde moduul struktuur heeft als GL,(cC). Dit
inprodukt definieert hij dan als een bepaalde integraal van de vorm

1 1
f f Y agetmier Bt tantalqy, . dZ,
0 0 5
De bovenstaande definitie voldoet natuurlijk aan
1 1
[Xf’l D, Gt =f / e2milerZitetenZa) g7, | dZ,
0 0

Laat ons nt ket eindig dimensionaal G Ly (F)XG Ly (F)-iodiitl M, (F)®Un, besclioti- -
wen waarbij Uy, het standaard GL,,(F)-moduul is van dimensie m en de aktie van
de algemene lineaire groep GL,{F) op M, (F) wordt gegeven door konjugatie.
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Met deze aktie is het duidelijk dat M, (F) ® Uy, polynomiaal is als GLy, (F)-moduul
en rationaal als GL, (F)-moduul. Deze aktie van GL, (F) X GLy,{F) kan op voor de
hand liggende wijze worden uitgebreid tot de syminetrische algebia van My, (F)®@ Uy,
die gelijk is aan

Py =Flzij(1}:1<4,§ <n;1 <1 < m

Als we nu, als voorheen, alle variabelen z;;(l) graad één geven, dan wordt Py, , een
positief gegradeerde F-algebra

Pm,n=F@P1®P2@...

waarbij de homogene komponent van graad i, P;, een eindig dimensionaal GL, (F) X
GLy, (F)-moduul is met een rationale aktie van GL,(F) en een polynomiale aktie

van GLn(F).

Bijgevolg kunnen we de Poincaré reeks van Py, , als GL,(F) X GL(F)-module
beschrijven als

P(Prns iy 7 L ty) = 14+ X{(P) + X(P2) +...
waarbij X het natuurlijk isomorphisme is
X: Ko (Mod(n, m)) “““ -+ z[5'71‘; ml.'-la coedny x')_q:l; tls (AR tmlsnxsm

tussem de Grothendieckring van alle eindig dimensionale GL, (F)XGLy, (F)-modulen
die rationaal zijn in de eerste faktor en polynomiaal in de tweede en de ring van
symmetrische funkties [z;, z;1;¢;]. Bijgevolg is P(Pp,») een formule machtreeks
overI'y, ® Ay

Verder kan men vrij eenvoudig nagaan dat X (P;) de i-de volledig symmetrisch funk-
ties is op de verzameling “variabelen” :

{mis] el 4,5 <1<k <m}

Hieronder bedoelen we de koéfficiént van # in de machtreeksontwikkeling naar ¢ van

de rationale uitdrukking : i

]-Iz',j',lc(i - z,.x;'ltk)
Nu heeft men de fundamentele gelijkheid

1 — =" a(wiz V) o (t)

IL,; (1 - "’i"f";lzic) \

waarbij de som dient genomen te worden over alle verdelingen X van lengie <

min(n, m), en waarbij we met s (2;z; ') het beeld bedoelen van s)(Z;; : § < 4,§ < n)
onder het homomorphisme :

Z[Zz? 11L4,5 < n] - z[zl’xfla cveypy x;l]
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bepaald door de variabele Z;, te sturen naar :czx;l Bijgevolg krijgen we als Poincaré-

reeksen :
X(P) = Z s;t(x,-.:cjv )-8 (tk)
A ]=d
waarbij alle verdelingen X éen lente < miin(#, i) hebbei.
Stel nu dat we een GL,(F) X GLy(F)-moduul hebben van de vorm N ® M waarbij

N een rationaal GL,(F)-moduul is en M een polynomiaal GL,(F)-moduul, dan
leert ons de theorie van H. Weyl en L. Schur :

X((N © M)FEetN) = X(NGL(D) g pr)
=< X, (N),1> X, (M)

waarin natuurlijk X, staat voor het natuurlijk isomorfisme tussen de Grothendieck
ring van alle eindig dimensionale rationale L, (F)-modules en de ring

‘ -1 ~118
Iy =Bz, 275 oy B, 2y |07

en X, is het natuurlijk isomorphisme tussen de Grothendieck ring van alle eindig
dimensionale polynomiale GL,(F)-modules en de ring

Am = Elty, ... tm]5m

en het inprodukt < --, — > tenslotte is genomen in de ring I',,.

Laat ons deze algemene theorie nu toepassen op Ry, ., het centrum van de spoorring
van M generieke n bij n matrixen. Zoals vroeger aangtoond is Ry, , de invarianten-
ring voor de natuurlijke aktie door toevoeging van GL,{F) op de symmeirische
algebra van de eindig dimansionale vektorruimte :

My (F) ® Upy
waarbij Uy, het standaard m-dimensionaal GL,, (F)-moduul is.

Bijgevolg kunnen we de machtreeksontwikkeling van de Poincaréreeks van Ry, , in
de multigradate (d.i. in de variabelen £y,. ..,y ) uitwerken :

Stelling 8.1. : (Formanek) [Fo,Th. 12

De machtreeksontwikkeling voor de Poincaré-reeks van R,, , in multigradatie is :

P(Rynite,..- Z < sx(ziz;"), 1> .8a(tr)

waarbij de som dienst genomen te worden over alle verdelingen van lengte < min(n, m).
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Teneinde een analoog resultaat te verkrijgen voor de spoorring van m generieke n
bij n matrixen dienen we het verschil te onderzoeken tussen de GL,(F)-aktie op de
veeltermring P, , (die we in 1.3. met a, noteerden) en deze op de matrix-algebra
My (Pp,n) (genoteerd met B,). Als gegradeerde F-algebras kan men beide ringen
ontbinden in de homogene komponenten (voor de gradatie naar totale graad) :
Pm’n =F®P_]_®P2@...
'Mn(Pm,n) =F O (M (F)QP)® (M, (F)QP)o.

waarbij de aktie van GL,, (F) op P; gegeven werd door
at ap(a)
en deze op M, (F) ® P; door
bRat fy(b®a)= (P 'bP) ® apla)
| aldus verkrijgen we voor het beeld onder X in de Grothendieck riiig van alle eindig di-

mensionale GLy, (F) X G'Ly, (F)-modulen, rationaal in de eerste faktor en polynomiaal

in de tweede :

= (8(1)(:5z . 1)).X(Pz)
en bijgevolg kunnen we de Poincaré-reeks van de spoorring Ty, , verkrijgen uit deze
van Ry, p indien we de termen < sA(x,:c ) 1 > vervangen door
< sy (ziz;t).on (@i ), 1 >=< sx(zie;t), sy (e t) >
Aldus verkrijgen we :

Stelling 8.2. : (Formanek) [Fo. Th. 12]

De machtreeksontwikkeling voor de Poincaré -reeks van Ty, in multigradatie is :

P(Tpnibryeeeytm) = z < sx(:vz-x]?l), s(l)(:c,-xl;.“'l) > .8\ (8)
P\

waarbij de som dient genomen te worden over alle verdelingen A van lengte <
min(n, m).

Door de beroemde stelling van Molien-Weyl, [We], kunnen we natuurlijk equivalente
formules bekomen voor P(Rum.n; 1y --stm) €0 P(Tp k1, ..., bn ) als integralen over
de complexe unitaire group U, (C) met genormalizeerde Haar-maat p. We krijgen
dan :

P(Rm,n;t1y-. ., / Hdet — ti.ap) ). du(P)
Un(C) i=1
m
P(Tnitr,... tm) = f Tr(ap).([] det(t — t:.0p)").duu(P)
U"(C) i=1
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waarbij we voor iedere unitaire matrix P € U,(C) met ap de unitaire matrix in
U,2(C€) noteren die de aktie van P door toevoeging geeft op M, (C).
Verder kunnen we als in de vorige sektie een verband aangeven tissen de Poincaré
reeks van Ty, , en deze van Ryy41,n, namelijk :
P(Mypnityyeeestm) = BE*Q—T*‘-P(RmH,n; Elyeees tm+1)l
w41

tmi1=0

Laat ons nu overgaan tot de bestudering van de mogelijke rationale uitdrukkingen
voor deze Poincaré-reeksen. Dat er inderdaad een rationale uitdriikking moet bestaan
volgt uit de stellingen van C. Procesi [P3] die bewees dat Ty, , een eindig moduul
is over Ry, 5 en dat Ry, , een affiene F'-algebra is voortgebracht door de elementen

waarbij we mogen veronderstellen_dat J < 2" — 1. Dit heeft tot gevolg dat R,, , een
eindige resolutie heeft over de veeltermring

Smm = F[@iy,.5; 1 § S 2° = Lig € {1,...,m}]
De Poincaré-reeks in multigradatie van de ring Sy, is eenvoudig te bepalen :
; | \
NS 1 TN | AP R 7 OO | Y (=TRSO

Omdat zowel Ry, 5, als Ty, , eindig voortgebrachte gegradeerde modules zijn over de
reguliere ring S, ,, volgt door een argument als in sektie 1 dat er veeltermen f en g
in Zfty,...,t,| bestaan zodat

P(Rm,n; tl,..-,tm) = f(‘t]',...,tm).P(Sm,n;t]_‘,..-,tm)
P(’.[Pm’n; tl,...,tm) = g(tl,o-.,tm).‘P(S’m’n; tl’.-.,tm)

Theoretisch kunnen deze polynomen bepaald worden m.b.v. het volgende algeritme :
bereken enerzijds aan de hand van bovenstaande formules de machtreeksontwikkeling
van P(Rpu,) en P(T,, ,) en anderzijds de machtreeksontwikkeling van (%). Een
vergelijking van beide machtreeksen levert dan de termen in f en g.

Natuurlijk is dit zowel in m als n een exponentieel algoritme en daarom in de praktijk
haast onbruikbaar o de rationale uitdrukking van de Poincaré reeksen te bepalen.
Men kan de berekeningen evenwel drastisch vereenvoudigen door enkel de Poincaré
reeks in één variabele te willen bepalen. Deze wordt natuurlijk bekomen door £; =

.. =t =1 te stellen. Aldus verkrijgen we

Stelling 3.3. :
Er bestaan veeltermen f(#) en g(t) in Z[t] zodat :

) = f(2)
P(Bm.n3t) = (L- &)™ (L — ), (1~ @m-1)m?"
P(Tpy n5t) = g(t)

(1= 8)m(1 - 2)m?.. (1— 2 -1)m* —1
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Als een direkt gevolg van dir resultaat kunnre.n we nu alle mogelijke rationale vormen
bepalen van de Poincaré reeks van R, ,, en Ty, , in de veronderstelling dat ze eindige
globale dimensie zouden heébben. In dat geval iioet imiiiefs de Poinicaié reeks een
zuiver invers zijn en bijgevolg krijgen we :

Stelling 3.4. :

{1) : Als het centrum van de spoorring van m generieke n bij n matrixen eindige
globale dimensie heeft dan heeft de Poincaré-recks de vorm :

1
L~ 0)%i(L— )3 ... (1~ 2" -T)aan—s

P(Rm,n§ t) =

voor zekere a; in IN met als randvoorwaarde Ef;;l a; = Kdim{Ry,,n) = (m -
1).n? + 1.

(2) : Als de spoorring van m generieke n bij n matrixen eindige globale dimensie heeft
dan is de Poincaré reeks

1
Plltmail) = g7
‘waarbij de F; irreduciebele faktoren zijn in Z[f] van 1 —- ¢ met 1 <1 < 2% - 1,
met als randvoorwaarde dat de orde van de pool in ¢ = 1 gelijk dient te zijn aan
(m—1).n% +1.

- Laat ons deze algemene methode om de regulariteit van Ry 5 en Ty, te testen nu
eens toepassingen op het speciale geval van 2 generieke 3 bij 3 matrixen. Vooreerst
dienen we de Schur funkties in 9 = 3%variabelen Z;,..., Z te bepalen die korrespon-
deren met verdelingen A van lengte < min(2,3) = 2, d.i. X heeft de vorm :

A = (a,b,0,0,0,0,0,0,0)

waarin a,b € IN zodat ¢ > b. De definitie van de Schur funktie s, is

det(A)
AR
A2 °) 12 - Z;)

waar A staat voor de volgende 9 bij 9 matrix
@“ zf:zf.” Z, 1
Z2 +a Zz“‘.- Zg oo Z2 ].
z8¥e gItt z8 ... Zy 1

gebruikmakend van de elementaire eigenschappen van determinanten kan men gemakke- \
lijk aantonen dat de Schur funktie gelijk is aan : i

F G
sx(Z1,..., %) = det [H I']
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waarin i i
F = Ziilza-l-i 2 ... 2

7 = Zl.ﬂ:b Zfl ...Zg8
H = Elklza Z{cl ...Zgg
I = Ypyepr Zi--- 29

met ¢ en § 8 tuppels van elementen van IN en k en  9-tuppels. Als b < 1 dan stellen
we I = 0. Vervolgens dienen we het beeld van de Schur funktie s)(Zy,...,25) te
bepalen onder de afbeelding :

E[Zy,..., Bo]% — Elz1, 57", 22,257, 2, 25 1%
die bepaald wordt door

ZiF1 Zy b 2aa7t Zr b wsa
Zg F 23123;1 Z5 1 Zs - 273:6;1
Zs b ozyayt Ze b mpxy?t Zy+1

Vandaar dat sy (2;27") gelijk is aan de determinant van

Fi Gy
H I

- waarin
¢ . R . Y, . S, . g
Fl — E: 1z1+z;,_lez+2s t4 17.3:;4""‘56 i Zs.x;7+zs ig—ie
lil=q+1
P I U o e
Gy = § 1\n+35‘x.iz+.?s Ja .77‘2:%44'.]6 J2 .78.:8,;7'*'78 Ja—1T8
[#]=b

Hy = Z 1k1‘+-k5*+k9.x‘11€2+k3-—k4—k7.zg4+ke*kz—ks'xt’;7+ks—ks—ke
[k[=¢
I = 2: 161+ls+‘l9‘xllz+la—'l4--'l'z.x524+16—l2-—ls.xg'rﬂs-—la'-la

. [f)=b—1

Vervolgens dienen we de inprodukten te berekenen in Z[z,, 7, 2a, 25 1, 75, 25 1|5% ¢

, 1 .
< sx(:cz-x;l),l >= —G—fsh(x,-a:y- Y.as.0}

In onze situatie hebben we :

as = (x1 — 29 )(22 — x3){21 — 23)

0 = (27 =2y (=g — 2y )yt - 25")
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Als we met (o, arg, ovg) de term 25, 252.25 2 noteren, dan bekomen we na wat rekenen
dat as.a} gelijk is aan

= 2[(1,~1,0) + (-1,1,0) + (1,0,-1) + (~1,0,1) + (0,1, 1) + (0, -1, 1)]
+2[(2, -1, =1} + (-2,1,1) + (~1,2,-1) + (1,2, 1) + (=1, -1,2) + (1,1, -2)]
- 1[(2,-2,0) + (~2,2,0) + (2,0,-2) + (~2,0,2) + (0,2, -2) + (0, -2, 2)]
Nu hebben we alle noodzakelijke ingredienten tot onze beschikking om het inprodukt
< sx(x@xj ).1 > te berekenen voor verdeling van de vorm X = (a,5,0,0,0,0,0,0, 0).

We geven hier een Pascal programma om deze waarden te bepalen alsmede de resul-
taten voora +5<10:
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APPENDIX 1

program cerntertr(input, output);

{this program computes the coefficient in the Poincare-series)
{of the center of T of 2 generic 3x3-matrices for the Schur~function}

{associated to the partition (%,¥,0,0,0,0,0,0,00%

var x,Y,z,t,v, result :integer;
function hulp(a,b : integer):integer;

var i1,i2,13,14,15,16,17,18 : integer;
31,02, 33, 34, 35,36,37,38,09 : integer;
c,d,e,k : integer;

begin{hulpX
k=03
for i1:=0 to a do begin
for i2:=0 to ta—il) do begin
for i3:=0 to (a-i1-iZ2) do begin
for i4:=0 to (a—-i1-i2-i3) do begin
for iS:=0Q to (a-i1-i2-i3~i4) do begin

for i6:=0 to (a-i1—i2~i%—~i&-iS) do begin
for i7:=0 to (a-il-iz~i3~i4—i5-i6) do

begin
i8:=(a~i1-i2-i3-i4-i5-16-i7);
for ji:=0 to b do begin
for J2:=0 to (b-31) do begin
for 33:=0 to (b-3jl-32) do begin
for 34:=0 to (b-31-32-33) do begin

for 35:=0 to (b—31-3)2-33~34) do begin
for 36:=0 to {b-31-32~33-34-)5) do begin

begin

for 37:=0 to (b~31-32-33-34-35-36) do begin
for 28:=0 to (b-31-32~33-34~35-36~37) do

39:=(b=31-32~33-34-35-36~37-38) 3
cr=(i2+)2+i3+33-14-34—17-37) 5

1= (i4+34+i6+36-12-32-18~38)
e1=(i7+)7+i8+38-13-33~16-36) 3
if (cxctdxd+exe)=0 then k:i=k+&

end;

hulp:=trunc(k/6);
end{hulpl¥;

else begin
if (cxd*e)=0 then begin
if (cxo+dedtexe)=2 then Ki=k-Z
else begin
if (cxc+dxd+exe)=8 then k:i=k-1j
end;
end
else begin
if (cxe+dxrd+exe) =€ then ki=k+Z;

end M
end;
end;
end;
end;
end;
end;
end;
ends;
end;
end;
end;
end;
end}
end;
end;

begirn{main programl

read (x) jread(y);
zi=hulply, x) 3

if (y=1) {0 then result:=z
else begin

s=hulp{x+l, y-1);
resulti=(z-t)

ends

writeln(’ coefficient of 5(’.x:3,’,’,y:3,1,0,0,0,0,0,0,01

end.

= 7, result:3);




coefficient of s( 1, 0,0,0,0, ¢ = 1
coefficient of s( =, 0,0,0,0, = =2
coefficient of s( 1, 1,0,0,0,¢C = O
coefficient of s( &, 0,0,0,0, = 3
coefficient of s( =2, 1,0,0,0, = 1
coefficient of s( 4, 0,0,0,0, = 4
coefficient of s( 3, 1,0,0,0,(C = 2
coefficient of s( 2, 2,0,0,0, = 3
coefficient of s( &, 0,0,0,0, S
ceefficient of s( 4, 1,0,0,0,0,0,0, 0 = 4
coefficient of s( &, 2,0,0,0,0,0,0,0) = S
coefficient of s( &, 0,0,0,0,0,0,0,0) = 7
coefficient of s( 5, 1,0,0,0,0,0,0,0) = S
coefficient of s( 4, 2,0,0,0,0,0,0,0) = 10
coefficient of s( 3, 3,0,0,0,0,0,0,0) = 3
coefficient of s( , ©,0,0,0,0,0,0,0) = 8
coefficient of s(~ &, 1,0,0,0,0,0,0,0 8
coefficient of s( , 2£,0,0,0,0,0 0 0) = 14
coefficient of s( - S9,0,0,0,0,0,0,0) = )
coefficient of s(¢( , 0,0,0,0,0,0,0,0) = 10
coefficient of s 0,0,0,0,0,0,0) = 10

2,0,0,0,0,0,0 0) = 21

in

coefficient of
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coefficient of s( s S5,0,0,0,0,0,0,0) = 15
coefficient of = o 4,000 0,0,0,0) = 10
coefficient of =( , 0,0,0,0,0 0 0 0) = 12
coefficient of s/( , 1,0,0,0,0,0,0,0) = L3
cofficient of s( , 2,0,0,06,0,0,0,0) = 27
coefficient of s( &, 3,0,0,0,0,0,0,0) = 27
coefficient of s( 5, 4,0,0,G,0,0,0,0) = 18
coefficient of g0 10, 0,0,0,06,0,0,0,0) = 14
coefficient of e 3, 1,0,0,0,0,0,0,0) = 16
coefficient of ¢ 8, 2,0,0,0,0,0,0,0) = 3IF&
coefficient of s 7, Z,0,0,0,0,0 0 0 = 3§
coefficient of s &, ), € ,0,0,00 = 3

coafficient of =( &, ,0,0,0) = 10




De Schur funkties in 2 variabelen zijn eenvoudig te berekenen :

k
8(x,0) (tl, tg) = Z tzl.t;—z

=0

8(k,l)(t1, to) = (tl.tg)""‘l.s(k_;’o)gt -1,£-20

Nu besluiten we over alle informatie om de eerste termen van de machtreeksontwikke-
ling van P(Ry 3;ty,3) te berekenen. We vinden :

1+

1 + i+

22 + 211y + 265+

363 4 482ty + 41,12 + 365+

482 + 613ty + 01242 + 6t 8y + 415+

563 + Ottty + 148362 + 146363 + O 85 + i3+

748 + 12058, + 220442 + 250345 + 220245 + 126,85 + T3+

~ of in enkele variabele :
P(Rgs;t) = 1+ 2t + 662 + 148° + 20 + 561> + 107¢° + ...

Deze berekening stelt ons in staat aan te tonen dat :

Stelling 8.5. : Het centrum van de spoorring van 2 reguliere 3 bij 3 matrixen, Ry s,
is niet regulier.

Bewijs :

- Uit stelling 3.4. leiden we af dat, indien Rp 3 regulier zou zijn, de Poincaré reeks de
vorm moet hebben :

1
(T 1°0 ~ P (L~ P)(L - BV (L~ PP (L= P)(L - e (L~ )

met & + B+ v+ ¢+ +x =9+ 1= 10. Een vergelijking van de term in ¢ leert ons
dat a = 2. De coefficient in {2 wordt dan 3 + 8 = 6 waaruit 8 = 3. De coefficient
van 3 wordt 4 + = 14 waaruit ¥ = 10. Maar 2+ 3 + 10 > 10, een kontradiktie. &

Laat ons nu de spoorring zelf behandelen. Hiervoor dienen we eerst een uitdrukking
te vinden voor

(Zmiz‘;l).aa .a}’;
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Deze is gelijk aan :

6{0,0,0)+
- 1[(1,-1,0} + (-1,1,0) + (1,0,-1) + (~1,0,1) + (0,1, =1) + (0, ~1,1)]
- 1[(2,~2,0) +{-2,2,0) + (2,0, -2) + (-2,0,2) + (0,2, ~2) + (0, -2, 2)]
- 1[(3,~3,0) + (—8,3,0) + (3,0,-3) + (- 3,0,3) (0,3, —3) + (0,3, 3)]
1[(3,-2,~1) +(-3,2,1) + (3, -1, -2) +
(-2,3,-1) +(2,-3,1) + (~1,-2,3) +

(-3,1,2) + (—13 2) + (1, —-3,2)+
+(12 -3) + ( 1, 3)+(2,1,-3)]

En wederom hebben we alle informatie om het inprodukst < sy (; 2 1), 81y (=, zy"l) >
te berekenen. Een Pascal programma hiervoor is :
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APPENDIX 2

program tracering(input, output):

{this program computes the coefficient in the Poincare-series)
{of the trace ring of 2 generie Ix3-matrices for the Schur—furiction)
{associated to the partition (%,y,0,0,0,0,0,0,003

var X,y,z, t,v, result tinteger;
function hulp(a,b : integer):integer;

var i1,i2,i3,14,15,i6,i7,i8 : integer;
31,032,033, 34,35,36,37,38,319 ¢ integer;
c,d,e,k : integer;

begin{hulp?
=03
for il1:=0 to a do begin
for i2:=0 to (a—-il) do begin
for i3:=0 to (a-ii1-i2) do begin
for i4:=0 to (a~i1-i2-i3) do begin
for iS5:=0 to (a-il-i2-i3~i4) do begin
for i6:=0 to (a-i1-i2-i3~i4-i5) do begin
for i7:=0 to (a-il-i2-i3~i4~iS5—i&) do
begin
i8:=(a—i1—i2~13—i4~i5~i6—i7);
for J1:=0 to b do begin
for 32:=0 to (b-31) do begin
for 33:=0 to (b-31-32) do begin
for 34:=0 to (b-31-32-33) do begin
for 35:=0 to (b~j1~32-33-34) do begin
for 36:=0 to (b—31-32-3j3~34-35) do begin
for 37:=0 to (b-31=32~33~34~35-3€) do begin
for )8:=0 to (b—;l~32—33~g4—45~36~47) do
begin
JB:=(b—J1—32~J3_34—35_36—J7_JB);
Cr=i24)2+i3+383-14=364~i7~37) 3
d:=(ia+J&+iG+36—i2~J2—iB—J8);
@:=(i7+)7+i8+)8-i3—33~i6~36) 3
if (cxctdad+exe)=0 then k:=k+6
else begin
if (c*d*e)=0 then begin
if (oxg+dd+ese)=2 then kimk-1
else begin
if (c*ct+d*d+exe)=8 then ki=k-1
else begin
if (c*xct+dxd+ere)=18 then ke=k—134
end;
end;
end
else begin
if (cxc+dxd+exe)=14 then Ki=k+1;

end;
end;
end;
ends
end;
end;
end;
end:
end;
end;
end;
end;
end;
end;
end;
end;
end;

hulp:=trunc(k/6);
end{hulp);

begin{main ‘program?
read{(x) ;read(y};
2:=hulp(y, x)3
if (y—1) {0 then result:=z
else begin
tr=hulpix+1,y-1);
result:i=(z—~t);
end;

writeln(’coefficient of s(',x=3,’,',y:S,’,0,0,0,0,0,0,0) = 7, result:3);
end.
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Deze resultaten stellen ons in staat de eerste termen val P(Ty,85t1, i) te berekenen :

1+

2ty + 26+

412 + 6ty by + 415+

813 + 138 + 4 + 134,42 + 615+

ott + 22310 + 31122 + 224,13 + 9fp+

123 + 3487ty + 561313 + 561315 + 34, & + 1265+

1665 + 48t5 15 + OLITE; + 1008343 + OTE3t5 + 481,15 + 1615+

en dus wordt de Poincaré reeks in &én variabele :

P(Mas;t) =1+45+ 1482 + 3815 +03t* +2048° + 4196° +
20617 + 1480t% + ...

Hulpstelling 3.6. : Indien de spoorring van 2 generieke 3 bij 3 matrixen eindige
globale dimensie heeft, dan moet de Poincaré-reeks devolgende rationale vorm hebben

1
'(1 t)‘i(l‘ _ 52)4(1 — 1%)2

Bewijs @

Wegens stelling 3.4.(2) weten we dat de rationale vorm van de Poincaré reeks de
sitdrukking moet hebben

1
P(Wasit) = Fon T

waarbij de F; irrediciebele faktoren zijn in de faktoriéle ring E|#] van termen 1 - £
" met I € 7. Bijgevolg moeten er natuurlijk getallen a,b, e,d,e, fgenh bestaan zodat

. (+)

P(My3;t) =
(203 1) (1 1)r AL ASASASAL (1 +82)o(L+ )"

waarbij
rA1=1+t
Ag=1+t+1
Ag=1—t+1

A

A4=1+t+t2+t3+t4
LAE‘_~-1+1:-|—t2+t3 S
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Daar nu A;.As — 1+ % zullen we twee verschillende gevallen onderzoeken :
geval 1:b <d
Dan heeft de noemer van (*) de vorm

(L—g)2(1— i+ 2) AT AAL (L + )7 (1 + )"

Nu onderzoeken we de twee mogelijkheden :
(La.) a > c+e+ f, dan wordt de noemer

(L-tr—t+2)y(a-2)7(- $5)2(1 — t7)P (1 + £2)°(1 + 3y

en wanneer we de eerste termen uitrekenen van de machtreeksontwikkeling van deze

rationale uitdrukking dan bekomen we

w(u+1)  vlv+ i)
2 .+. .

1+ {w+v).t + ( ~ v+ uv — g)* +

En bijgevolg krijgen we het stelsel vergelijken :

ut+v=4%
y—g=2=8
dat geen oplossingen heeft in IN.
Lb. : a < ¢+e+ f, dan wordt de ra.tlona,le vorm van de Poincaré reeks :

(1= 1"

A—t+epa-e)rl- B)e(1 - 7)v(1 + 2)9(1 +83)"

waarvan de machreeksontwikkeling wordt :

l+(v-—uti—( ).+v(v;— )—v—uv-g)t62=...

uy =4
u+g=-8
 dat wederom geen oplossingen toelaat in IN. Bijgevolg mogen we ons beperken tot

de studie van
geval II : b > d, dan wordt de noemer van (*):

en we krijgen het stelsel :

(1 — ) ALAGASAL (1 + 170 (L + )"

Vooreerst merken we op dat ¢ > b+c+e+ f want anders krijgen we voor P(Mys;t)
de rationale vorm :

(L - f)

A=)y - ) — B — M+ e+ o)
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waarvan de machireeksontwikkeling een negatieve koéfficiént voor T heeft en dit is
onmogelijk voor Poincaré reeksen. Vandaar dat we de rationale vorm hebben :

1
(L=8e(1—2)(1—8)w{L-3)2(1-17)y(1L+t)o(1 + 3)~

Wanneer we de koéfficiént van 7' in de machtreeksontwikkeling hiervan vergelijken
met deze van P{Ty 3; 1) krijgen we ¢ = 4. Bijgevolg worden de eerste termen :

L+ 48+ (10+v —g)i2 + (20 + 4{v — g) + w — B} +

v{v + 1) + glg+1) ”
2

(35 -+ 10(v — g) + 4{w — k) + 5

g)t4+...

Daarom krijgen we het stelsen
v-g=4
w—-h=2

en als we deze informatie substitueren in de koéfficiént van ¢* bekomen we
v+ v+g2+ g 209 =20
waaruit v = 4 en g = 0. De koéfficiént van 5 wordt dan
176 + 14(w — h) + 2
en als we dit vergelijken met de machtreecksontwikkeling voor P(Tz s;t) krijgen we

z =0,
De koéfficiénten van £° met elkaar vergelijken levert dan de vergelijking :

w+w+h+h—-2wh=6

waaruit @ = 2 én A = 0. Daar it @ + ¢ + @ = 10 = Kdim(Ty s ) tiicet 3 = 0. N
Als kontrole kan men de koéfficiénten van 7 en 8 narekenen. Verder is het ook
mogelijk de rationale uitdrukking in multi-gradatie te bepalen. Men verkrijgen dan :

1
AL (Y A R [ () [ TA R (e A

In de laatste sektie van dit hoofdstuk zullen we aantonen dat de Poincaré-reeks van
de spoorring van 2 genericke 3 bij 3 matrixen inderdaad de bovenstaande rationale
uitdrukking heeft en dat 'y 5 we degelijk eindige globale dimensie heeft.
Natuurlijk kan men trachten, met behulp van de methode die geschetst werd bij de
aafivang vaii dezeé sektie, dé eerste termen te beschermen in de machtreeksontivikke-
ling van de Poincaré reeks voor de spoorring van 3 generieke 3 bij 3 matrixen en
hieruit bewijzen dat de rationale vorm geen zuiver invers kan zijn.
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De benodigde berekeningen worden echter zeer komplex. Niettemin zijn we nu in
staat de hoofdstelling voor drie dimensionale representaties te bewijzen :

Hoofdstelling 3.7. :

De spoorring van m generieke 3 bij 3 matrixen, Ty, 35, heeft eindige globale dimensie
als en slechts dan als m < 2.

Bewijs : Zoals hierboven reeds opgemerkt zullen we de regiilariteit van de spoorring
van 2 generieke 3 bij 3 matrixen in de laatste sektie bewijzen.

Laat ons vooreerst het speciale geval van 3 generieke 3 bij 3 matrixen behandelen.
We merken op dat het voldoende is te bewijzen is te bewijzen dat P(Tl's s;¢1, 2, t3)
geen zuiver invers kan zijn in Z(¢1, {2, s).

Stel dat dit wel het geval is, dan heeft de Poincaré reeks de vorm

1
iz 9: (81,82, 83)

waarbij elk van de komponenten g; (1, {2, {3) eeil itrediiciebele faktot is in de faktori€le
ring E[ty, fy,t5] van een term 1 — t§¢5¢)" waarbij we wegens de resultaten van C.
Procesi mogen veronderstellen dat k+ [+ m <23 ~1=17.
Laat ons nu kijken naar het deel-produkt bestaande uit alle termen die slechts twee
variabelen ¢; en {; bevatten : G(#;,#;). We krijgen dus :
) _ 1
P(Tss581,t2,8)|, = G
Nu geldt in het algemeen hetvolgende : wanneer men in de Poincaré reeks van de
spoorring van m generieke n bij n matrixen P(Ty, n;t1,...,5m) k variabelen, zeg
tiy,..-,ti,, specialiseert naar nul men de Poincaré reeks bekomt van de spoorring
van {m — k) generieke n bij n matrixen P(Tp_in;ti,. oy biyyeees bigser oo tin)-
Uit onze kennis van de rationale vorm van de Poincaré-reeks in multigradatie van
Ty,5 leiden we bijgevolg af :

Glterty) = (L= 83 (L = )2 (L ~ )1 = B)(L — 8,21 — £205)(1 ~ 62

Daar dit geldt voor ieder koppel i # j uit {1,2, 3} bekomen we dat [T;-; gi(¢1; 2, is)
een deel-produkt bevat gelijk aan :

(L= 6)P(1~ ta)2 (1~ ts)2 (1 = 8)(1 - ) (1 - )
(1= #3t2)%.(1 — t285)%.(1 — #125)°
(1= £285).(1 = £,£2).(1 ~ £3¢5).(L.Tot3).(1 — £283) (1 — £143)
Als we nu terug overgaan op de Poincaré reeks it ééii vaiiabele, daii volgt uit het

voorgaande dat de orde van de pool van P(T's 3;¢) in ¢ = 1 ten minste 21 moet zijn.
Dit is echter in tegenspraak met het feit dat de orde gelijk moet zijn aan de Krull
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dimensie van T3 5, d.i. 19. Bijgevolg hebben we bewezen dat de rationale nitdrukking
van (P{Ts 3;t,t9,t3) geen zuiver invers kan zijn en bijgevolg dat gldim(Ms 3) = co.
Laat ons nu het algemene geval m > 3 behandelen. Stel dat T, s eindige globale
dimensie heeft, dat dient P(Ty, s;81,...,¢m) een zuiver invers te zijn. Als we dan
ty =0,...,1, = O stellen dan is de bekomen rationale uitdrukking, die wegens het
voorgaande gelijk is aan P(T's s; %1, {2, {3}, 00k een zuiver invers en bijgevolg bekomen
we een kontradiktie.
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Hoofdstuk 4 :Het algemene geval.

Recentelijk werd het regulariteitsprobleem voor spoorringen van generieke matrixen
volledig opgelost door de auteur en C. Procesi {(Rome). We bewezen hetvolgende
resultaat :

Stelling 4.1 : De enige spoorringen van generieke matrixen die eindige globale
dimensie hebben zijn de kommutatieve (dit is m of n gelijk aan 1) en M2, Mo 5 en

T32

In dit hoofdstuk zullen we een schets van het bewijs geven. Volledige details zullen
elders gepubliceerd worden. Het bewijs steunt in voorname mate op het zogenaamde
étale snede resultaat van D. Luna. Dit is een algebra,lsche versie van een bekend
resultaat in de differentiaalmeetkunde om de lokale struktur te bestuderen van een
kwotient vaii eéu differeiiticerbare manifold onder aktie van eest kompakte Lie-groep.
In deze situatie heeft men dat iedere orbit gesloten is. Helaas geldt dit niet langer in
de algebraische situaties waarin wij geinteresseerd zijn. D. Luna toonde echter aan
dat men nog steeds analoge resultaten heeft als men zich maar beperkt tot inverse
beelden waarvan de orbit gesloten is. Een uitvoerige beschrijving van deze resultaten

- van D. Luna zou ons hier te ver voeren. Laat ons daarom meteen overgaan naar

het speciale geval van het centrum R, , van de spoorring van m generieke n bij n
matrixen.

Loals steeds zullen we met Vy, , de varieteit noteren die geassocieerd is aan R, p.
We heben reeds gezien dat Vi, , opgevat kan worden als een kwotient-varieteit van
een affiene ruimte X,, , = Am™n® onder aktie van een reductieve groep , te weten
GLy(F). We zullen nu een interpretatic geven vn de resultaten van Luna in dit
specifiecke geval.

Zij x € V = Vi, dan bepaald x een equivalentieklasse van n-dimensionale semii-
simpele representaties van %,.Noem een representant van deze klasse bijvoorbeeld

P=01D. 001 CP2 D ... ¢

waarbij ¢; een irreduciebele k;-dimensionale representatie is die 4; keer voorkonit it
¢ (het getal k; noemen we de multipliciteit van $;).We krijgen bijgevolg de relatie :

- We zullen dan zeggen dat ¢ een representatie is van type

(P, ks ha, ks o by, k)

Als we met X dé riiiite X,y ,, nioteren ehi et 7rX : X — V het projektie miorfisine

"dan kan men aantonen dat het inverse beeld 7% (x) juist 1 gesloten orbit bevat die

we noteren met T'(x).
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Zij nu z een punt van deze orbit, dan is  een m-tuple van n bij n matrixen (zy, ..., 2s,)
waarbij we iedere z; in blokvorm mogen verondersteilen,d.i.

x; = diag(my, ..., My, Ma, ..., Ma, .o, My, .., Mt)
‘waarbij iedere m; € My, (F). Men kan envoudig nagaan dat de isotropiegroep van
dit punt £ (dit is de deelgroep van GL,(F) die het piint & invariant laat) gelijk is
aan
Gy = (;th (F) XX GLht(F)

waarbij de inbedding van G, in GL, (F} op vor de hand liggende wijze wordt gegeven.
De raakruimte in # aan de orbit onder de aktie van GL, (F) op X kan ook expliciet
bepaald worden. Het is de ruimte

waarbij Ty de beeldruimte is van de afbelding
Mo (F) = Mo(F) @ ... ® My (F)

gegeven door
y—=y,21] @ ... &y, 2]

Men kan tevens aantonen dat de normaalruimte op deze raakruimte isomorf is met
N=M,(F)®..0 M, (F) e M,
d.i. de directe som van m - 1 kopieen van M, (F) en van de ruimte M, die gelijk is

aan }
My, (F).1, 0

0 M, kt(F )'lht
We zullen ons nu beperken tot een punt £ dat een semi-simpele representatie van
type (1,k1;..., 1, k) voorstelt.
Uit het étalg snede lemma volgt dat de étzale leokatl‘e’ strnktuur van V' in £ gegeven
wordt door de variéteit van alle polynomiale afbeeldingen
f:N;—F
die invariant zijn onder de komponentsgewijze aktie door konjugatie van

Gy =F*x...xF*

d.i. de i-dimensionale torus : T;. Nu werkt deze torus triviaal op een (m — 1)(k} +
.o+ k?) + t-dimensionale ruimte enr bijgevolg kiijgen we :

N, [Ty =2 Alm=0) (ki k) +E N3 /T
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waarbij

waar iedere V;; een {m — 1)k;k;~-dimensionale ruimte is en ay,...,a;) € Ty werkt op
z € V;; door het te sturen naar a,‘a‘;"l.:c. | |
De ring van alle polynomiale afbeeldingen van N, naar F is bijgevolg

S=FV;;:1<i#j <
=F[v,;j‘(‘k,l,~a):15kSkulﬁlﬁkﬁlsagm—ll

De aktie van T; of S is diagonaal en wordt gegeven door een ¢ X s matrix met
koéficiénten in Z waarbij

s =KdimS =2(m — 1) }_ kik;
i#g

De kolom van de variabele v;;(k,1, o) bevat een 1 op de iderij, een -1 op de jde rij en
0 overal elders. De invariantenring wordt voortgebracht door devolgende elementen.
Zij # < &' < teen rij (iy,...,45) een cyclus van verschillende getallen it {1,...,¢}
zodanig dat het kleinste getal {; is Dan verkrijgen we invarianten :

Vi

vig X Vi, X oo X Vi X Vi,

die voortgebracht worden door

vilig (k].? ll’ al)viz‘ia (k21 l?) a?) e v‘igh (ks-lm as)

waarbij k;,[; en a; over alle toelaatbare waarden variéren. Men kan nu aantonen dat
alle invarianten combinaties zijn van deze aldus bekomen elementen.

Laat ons nu onszelf nog beperken tot het speciale geval van slechts twee komponenten.
Dan krijgen we :

Stelling 4.2. : De étale lokale struktuur van de ring Ry, , in een punt £ ‘dat
korrespondeert mat een semi-simpele representatie die uiteenvalt in een irreducibele .
k en I dimensionale komponent is

A(m——-l)(k e ADE 3 x W

waarbij de koordinaatring van W gelijk is aan
Flg:9; :1<4,5 <Kl(m—1)]/I,

waar I3 het iedeaal is voortgebracht door alle 2 bij 2 minoren van (z;¥,):;.
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Bewijs o
We hebben reeds gezien dat de étale snede gelijk is aan

A(m"l)(k2+-l2+'2) X Nz/Tz

waarbij Ny = Vi3 ® V2, en beide komponenten zijn {m — 1)kl dimensionaal. Een
{a, B) € T» werkt op de voortbrengers 2; € S(Vip); L < i < (m — 1)kl door het te
sturen naar a8~! en op y; € S(Vzi), 1 £ § < (m ~ 1)kl door het te sturen naar
o~ 18y;. De invariantenring is bijgevolg de deelring van Fz;,y; : 1 < i,7 < (m— 1)kl
door alle z;y;. De relaties tussen deze invarianten worden voortgebracht door de 2
bij 2 minoren van de matrix (z;y;)i,;-

Stelling 4.3. : Zij £ € V dat korrespondeert met een semi-simpele representatie
bestaande uit twee verschillende irreducibele komponenten, dan is V' niet regulier in
¢ tenzij {m,n) = (2,2).

Bewijs : .
Door het étale snede lemma volstaat het de regulariteit na te gaan van de étale snede
in de oorsprong. We moeten nagaan dat

R = Flay; 1§ < 6,5 < (m -~ 1)kl]/I,
geen veeltermring is. De Poincaré reeks van R kunnen we eenvoudig berekenen m.b.v.

de Plethysm-formule

P(R,i) — Zsl(Fkl(m—l)) ® Ss(Fki(m—-l))
§=0

-3 s+kU(m—1)~1 2 aae

8=0

Vermits R een kwotiént is van Fla;y; : 4, j] is de enige mogelijkheid waarop P(R, ¢}
een zuiver invers kan zijn dat
P(R;t) = —
(B;8) = aa)e ()

waarbij & = KdimR = 2kl(m — 1) — 1. Als we ii de niachtreeksotitwikkelifig van
() de koéffoiciént van 2 vergelijken met de korresponderende koéfficient van P(R;1)
krijgen we de vergelijking

k212 (m 1)? = 2kl (m—-1)-—-1
De enige oplossing in INy isk=I=1en m = 2.
Uit deze stelling leiden we dus onmiddellijk af dat R, ,, eiikel regiilier i§ voor (i, #i) =
(2,2). Verder kunnen we zelfs aantonen dat het open deel van de reguliere punten
van V =V, , samenvalt met het open deel van de irreducibele representaties.
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Voor de spoorring zelf kan men een analoge redenering opbouwen. We beperken ons
hier tot de formulering van het resultaat. Details kunnen gevonden worden in [LP].

Stelling 4.4. : De étale snede van de sp[oorring van m generieke n bij n matrixen in
een punt £ € V,, , dat korrespondeert met een semi-simpele representatie van type
(1, k131, kg5...51, k) is isomorf met een veeltermring in (m — 1}(k3 +... + kZ) + ¢
variabelen over de ring

M, (R) Wi, ... Wi
| P M@
W Wiz ... My,(R)

waarbij R de étale snede in £ van Vi, 5, en Wy; een k; by k; blok is van vectorruimten
isomorf is met
Wi{(1,1,1) = {s € § : sv;;(1,1,1) € R}

waar S en N;; als voorheen gedefinieerd zijn.

We zullen deze stelling nu gebruiken om Stelling 4.1. te bewijzen. De strategie van
het bewijs is devolgeiide : kies een gepast putit £ itV = Vi, ,,. Als gldiin(T,y, ,) < 00
dan moet ook de étale snede in dat punt eindige globale dimensie hebben.

Nu kiezen we € zodat elk ontbindbaar gegradeerd projectief moduul van de étale
snede dezelfde Poincaré reeks heeft en dan kunnen we wederom eindige gldim testen
op het zuiver invers zijn van de Poincaré reeks wegens §2 mogen we onderstellen dat
n<8.

Bewijs stelling 4.1. :

Bewijs een punt £ € V' dat korrespondent met de som van n verschillende één dimen-
sionale representaties dan is de centrale étale snede een veeltermring in {m - 1)n+n
variabelen over de ring van invarianten onder T, op ®7<;.;V;; waarbij iedere Vim —
1-dimensionaal is en de aktie wordt gegeven door

((11‘, eeny an).v@-‘,ﬂ(l) = az;a;?lv,-‘.,»(l)

Deze invariantenring R wordt voortgebracht (zoals reeds boven vermeld) door de

elementen van )
Vig X Vi
Wﬂ'z X V;'z?:s X V"‘SH

Vivia X Vigee X oo X Vi 15, X Vinia

\

Uit stelling 4.4. leiden we af dat ieder onontbindbaar gegradeerd projectief modull
P over de étale snede van M\, , in € (als we het veeltermgedeelte vergeten) van de
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volgende vorm is :
n

P, =Pw;
i=1
met Wy; = R. De Poincaré reeksen van alle W;; met ¢ # j zijn gelijk aan deze van
W ={s€S:svy(l) €R}
We moeten dus nagaan wanneer

P(R,t) + (n - 1)P(W, 1)

een zuiver invers f{£)~! kan zijn. Nu weten we :

_ p(t)
P(R,t) = (1—t)or (1~ ¢gn)aa
PW,t) = (1 =)o q (1~ ¢n)en

en bijgevolg moet f (t) een produkt zijn van onontbindbare faktoren van 1 — ¥ voor
1 < i £ n. Verder weten we dat de orde vau de pool in ¢ = 1 gelijk moet zijn aan
Kdim(R) = (n — 1){(m — 1)n — 1) = d. Dus

J(t) = (1-0)“I (factors #1—1)

" Bijgevolg voldoet J(t)~! aan de functionaal vergelijking

1 1
(1) : —v = (—1)%de8 F —_
(%) HU)
Anderzijds weten we dat R een Gorenstein domiein is van dimnensie d ei dus voldoet
‘aan 1
(2) : P(R; ;t) = (—1)%.P(R; 1)
voor zekere o € Z. Bijgevolg krijgen we :

P(P;7) = PR J) + (n — )P(W; 7)

= (~1)P(R, ) + (n = )P(W; 1)
en anderzijds is

P(P; =) = (-1)%198 7 p(P, 1)
(-1)%t9%8 7 P(R,t) + (n — 1)(~1)%2°€ T P(W; 1)




Dus krijgen we in Z[[t, ]| de gelijkheid :

(w) (-1 P(R;0) + (n~ DE(W; ) = (~1)%%8 TP(R;)

+ (n = 1)(~-1)%9°€ T P(W ;1)

i

Als we nu reduceren module n — 1 krijgen we

(=1)%°P(R;t) = (—-1)%%°¢ TP(R;t)  mod (n—1)

‘Bijgevolg is deg f = a en Stanley bewees dat a = (m — 1)n(n — 1}. Daarom geldt :

JO) = (1= 01+ a1t +at® +... + apy ")
De eerste termen in de machtreeksontwikkeling van f{¢)~! ziju :

1+ (d—ay)t+ [g—@—;ﬂ —day +af - 62] £+...

En anderzijds berekenen we eenvoudig dat :

2

{ PRif)=1+(m-1)" " Ya,
P(W;t) = (m~ 1} + (na)(m - 1)28% + ...

" Aldus

P(P;t) =1+ (n— 1)(m— 1)t + (m ~ 1)(n — 1) [g+(m—1)(m—z)] 2.

‘Een vergelijking van de koéfficiénten van { levert :

a; = d-— (m - 1)(n - ].)
= [(n = 1)(m = 1) 1] (n - 1)

Tenslotte weten we dat a; kleiner of gelijk is aan het aantal ontontbindbare faktoren
in het resterende deel van f(¢). Dus : a; < n —1 en dit levert de ongelijkheid

[(n-1)(m-1}-1] <1
Het is duidelijk dat hiervan de enig mogelijke oplossingen in IN\{0,1} zijn :
(m,n) =(2,2);(3,2) en (2,3)

In het laatste hoofdstuk zullen we nu aantonen dat T2, 3 inderdaad regulier is.
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Hoofdstuk 5 : Beschrijving van de gekende reguliere spoorringen.

De hierboven verkregen informatie kunnen we schematisch als volgt voorstellen :

n A
5-] + - - - -
i-f + - - - -
3-| + + - - -
2| + + + - -
1= + + + + +

s,

.

1 2 3 4 5 m
waarbij we een plusteken plaatsten indien gldim(T,,,) < co. We hebben dus
aangetoond dat de studie van eindig dimensionale representaties maar drie niet-

kommutatieve reguliere spoorringen oplevert. In deze sektie willen we een expliciete
beschrijving geven van deze reguliere spoorringen.

(a) : Twee generieke 2 bij 2 matrixen.

Wanneer we ons beperken tot 2 bij 2 matrixen, moet men slechts rekening houden
met devolgende twee identiteiten (en hun gevolgen) :

(1) : A2-Tr(A).A+ D(A) =0

(2) : AB+ BA =Tr(AB) - Tr(A)Tr(B) + Tr{A)B + Tr(B).A
Laat ons nu de F-deelalgebra R bekijken van Ay o voortgebracht door de elementen

{Tr(X1), Tr(Xz), D(X1), D(X3), Tr( X1, X»)} = (¥)

Gebruikmakend van de identiteiten (1) en (2) kan man eenvoudig nagaan dat de F-
deelalgebra R{Xj, X5} van A, s een eindig moduul is over de ring R voortgebracht
door de elementen

{1,X1,X2,X1X‘2} - (**)
Nu is het duidelijk dat (G52 € R{X;,X2} C Asp en vandaar dat Kdim(R) =
trdegp K2 = 5. Een onmiddellijk gevolg hiervai is dat het voortbrengend stel {¥}
algebraisch onafhankelijk is, of m.a.w., R is de commutatieve veeltermring

F[T?’(Xl), T?'(Xg), .D(X]_), D(Xg), T?‘(X]Xg)]

Verder weten we dat Gpp C R{X1,Xs} C s en Tr{R{Xy,X;}) C R{X1,Xz}.
Bijgevolg is R{X,,X,} = My,. Laat nu K het breukenlichaam zijn van R dan
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weten we dat dimg (Ag2) < 4 omdat K (X, X,) een voortbrengend stel (++) heeft.
Anderzijds :

dimK(Agjg) == diIIle'2 (Ag,.g).dimK(Kg,z) = 4.dimK(K2,2)

waaruit we kunnen besluiten dat X = K35 en het stel (++) is lineair onafhankelijk.

'Dit levert een bewijs voor :

Stelling 5.1. : (Procesi, Formanek}
(1) H R2,2 = F[T?‘(Xl), Tr(Xg),D(Xl),D(Xg),TT(Xl.Xg)]
(2) : Me2 = Ro 210 Ry 5.X, €BR22X2®R22X1X2

Tot voor kort bestond een analoge beschruvmg van T's 5 niet in de literatuur. Samen
met M. Van de Bergh slaagde de auteur er in zulke beschrijving te vinden.

(b): Drie generieke 2 bij 2 matrixen.

Ditmaal starten we met de F-deelalgebra R van Aj 9 voortgebracht door de elementen

= {Tr(X1), Tr(Xa), Tr(Xs), D(X1), D{Xa), D{Xs),
Tr(X21Xs), Tr(X2Xs), Tr(X1Xs) }

Wederom gebruik makend van de identiteiten {1) en (2) kan men inzien dat de F-

deelalgebra van Ag 9, R{X;, X5, X5} een eindig R-moduul is met voortbrengend stel

(++) = {1, X1, X5, X5, X1.X5, X1 X3, X2 X3, X1 Xo Xs }

Omdat Gs 2 € R{Xy,X5,X5} C Ts s weten we dat KdimR = trdegy(Ks 2 = 9.
Wederom besluiten we hieruit dat het stel generatoren (-+} algebraisch onafhankelijk
is, of m.a.w. R is de veeltermring

F[Tr(X1), Tr(Xs), Tr(Xs), D(Xi), D(Xa), D(Xs), Tr{X1Xz), Tr(X2Xs), Tr{X: Xs)].

In de tweede sektie zagen we dat T'r(X], X3XJ) = Ss(X?, X9, X3). Bijgevolg is ook
TT(X‘_[Xsz) S R{Xl,Xg,X3} en krijgen we TT(R{X‘I,Xg,Xg}) C R{Xl,Xg,Xs}
waaruit onmiddellijk volgt dat R{X;,Xs, X3} = T35

Zij nu K het breukenlichaam van R dan weten we

dimK‘(A3’2) = diIIlk(K{Xl,Xg,Xs}) S 8

- omdat K{X;,X,,Xs} als K-vektorruimte het voortbrengend stel {(++) heeft.

Nu beweren we dat Tr(X,X2X3) ¢ K. Want anders zou, vermits Tr(X;XpX;)
lineair is in elk van de matrixvariabelen, Tr(X; X2X3) kunnen geschreven worden als

o TT(X])T?‘(Xz)TT(Xg,)
+ﬂ (T?’(XI)TT(XQX:;) -+ TT(AXz)TT(XVIXg) -+ T?‘(Xs)T?‘(Xl.Xg))
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en als we nu onze matrix-variabelen als volgt specialiseren

0 1 00 1 o
Xk (0 0),X2|—(1 O),Xsf- (0 _1)

dan krijgen we een tegenspraak. Als we al onze informatie kombineren we :
8 S diInK(Ks,z).dimK‘z,z(Agg,z) = dlmK(As,g) S 8

em bijgevolg is het stel voortbrebgers (++) lineair onafhankelijk.
Wanneer we nu het spoor neman van de identiteit :

(X1 X3 Xs)? — Tr(X1 X2 X3) X1 X2 X3 + D(X1)D(X5)D(Xs) = 0

en de eerste term vereenvoudigen door veelvuldig gebruik te miaken van de identiteit
(2) dan toont men aan dat Tr(X;X»Xs) voldoet aan de kwadratische vergelijking
over R :

X?-AX+B=0

waarbij :

A =Tr(X)Tr(XeXs) + Tr(Xa)Tr( X1 Xs) + Tr{Xs)Tr(X1X2)
~ Tr(X1)Tr(X2)Tr(Xs)
B = D(X1)Tr(X2X3)? + D(Xa)Tr(X1Xs)? + D(X3)Tr(X1X2)?
- Tr(Xl)Tr(Xg)Tr(Xng)I)(Xs) - T?‘(XQ)T?‘(X:;)Tr(Xsz)D(Xl)
~ Tr(X1)Tr(Xs)Tr(X1 Xs)D(X3)
+Tr(X1)2D(X2)D(Xs) + Tr(X2)? D(X,)D(Xs) + Tr(Xs)? D(X1)D(X3)
~ 4D(X1)D(X5)D(Xs) + Tr(X1Xs)Tr(Xi Xs)Tr( X2 Xs)

en dit besluit het bewijs van

Stelling 5.2. : {(Le Bruyn, Van den Bergh)

Zij R de kommutatieve veeltermring .
F[Tr(Xl) T?‘(‘Xz) TT(X3) D(Xl) D(Xz),D(Xs),TT(X1X2),T?‘(Xsz),T?‘(X1X3)]

(1) £ B2 = R.1® RTr(X1X2Xs)
(2) : T2 =R1IOGRX, DRX2 ®RXs RX1 X2 ® RX; X3 ® RXs X3 ® BX1 X5 X5

(¢) : Twee generieke 8 bij 3 matrixen

Laat ons vooreerst enkele resultaten van M. Artin en W. Schelter in herinnering bren-
gen. Zij R een positief gegradeerde F-algebra met Ry = F en R wordt voortgebracht

- door eindig veel homogene ewlementen z;,..., #, die voldoein a4 de ’—"Q——l-l relaties

T2 = @iy (1<i<j<r)

- 68 —




waarbij ¢;; een som is van stijgende monomen kleiner dan z;2; in de lexicografische
ordening die verkregen wordt door te stellen dat z; < 2; als { < §. Wanneer de
vormen [z;, ¢;, #x| voor k > j > § consistent zijn dan kan men het diamant lemma
van Bergman [Be] toepassen. Dit lemma zegt ons dat R een F-basis bezit bestaande
uit monomen van de vorm

oy (44
Xo. L X

voor zekere ay,...,a, € IN. Als R bovendien Noethers is, dan heeft Annick aange-
tooiid dat R eindige globale dimensie heeft.

Stelling 5.3. : De spoorring van 2 génerieke 3 bij 3 matrixen heeft globale dimeiisie
10.

Bewijs :

Omdat Ty 3 = MO [Tr{X,), Tr(X2)] waar T° de spoorring is van 2 generieke spoor-
nul 3 bij 3 matrixen X en Y, is het voldoende aan te tonen dat gldim (T°) = 8.

De homogene komponenten van de multi-gegradeerde Cayley-Hamilton veelterm van
X +7Y geeft ons devolgende betrekkingen :

G : X3 +CX+F=0
g2 XY + XYX+YX24+CY+DX+H=0
g5 :Y2X +YXY + XY?24+ DY +EX+G=0
g Y +EY +1=0

waarbij
O =~ ST(X*):;D = ~T(XY);E = ~3T(7?)
G =-T(XY*);H = -T(YX?)
F=- %-T(xﬁ); I= .--%T(Yﬁ)
Nu kunnen we een F-algebra A definiéren als :

A:F{CaIJaEaFa(-;aHaI] <X1Y > /(glag%g?ngti)

Omdat g; en g4 slechts uitdrukken dat X*+CX en Y3 + EY centrale elementen zijn

- en vermits we dit ook kunnen bekomen uit g, en gz weten we dat A gelijk is aan de

F-algebra
F|C,D,E,G,H)| < X,Y > [(ga, g5)

Als we als lexicografische ordering ¥ > X kiezen, kan men nagaan dat de overlap-
vormen tussen de hoogste graadstermen van gs en gs geen nieuwe relaties geven.
Daarom heeft A een F-basis bestaande uit de miofiomiei :

C*DPE°GUHX! (XY )oY

- 69 —




Om nu na te gaan dat gldim (A) = 8 volstaat het te bewijzen dat A een eindig moduul
is over een Noetherse commutatieve deelring. Zij nu J het element :

2XYXY + X*Y2 4+ YX?Y + Y XYX + XYV2X +2DXY + DY X +GX + HY
dan kan men nagaan dat J een centraal element is in A. Vermits de overlap-vormen
YV YX, YX],[YX, VX, X],[Y XY X,YX]
geen nieuwe relaties geven, weten we dat eem F-basis voor
A/(C,D,E,F,G,H,I,J)

gegeven wordt door
X9 (YX)eyee

waarbij €;,es € {0,1,2} en €3 € {0,1}. Door een gegradeerde versie van het lemma
van Nakayama leiden we hieruit af dat A een eindig modiuul is over de veeltermring :

R =F[C,D,E,F,G,H,I|
Bijgevolg heeft A eindige globale dimensie en is dus gesloten onder het spoor-nemen.

Vermits A ook Cohen-Macaulay is via een resultaat van Vasconcelos, rkgp(A) = 18 en
das moet de p.i.-graad van A gelijk zijn aan 3. Er is een natuurlijke afbeeldiiig

é: A — T°
die gegeven wordt door .
XF X~ E'T(Xl)
1

YFX— §T(X2)
Deze afbeelding splitst omdat A p.i. graad 3 heeft en gesliten is obder sporen.

Bijgevolg is ¢ een isomorphisme. Dus T° 2= A en bijgevolg is gldim (Te8) =
2 + gldim(M°) = 10
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