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voor annke ,

die nog altijd een ringetje tegoed heeft
van mij,een niet-kommutatief natuurli jk!




(bij wijze van dankwoord 1)

tja annke,'k weet het

je zal waarschijnlijk zeggen : waarom heb je deze thesis
niet opgedragen aan je ouders, zi] éijn het tenslotte die
het je mogelijk maskben vier jaar deze onzin te bestuderen,
of wasrom is ze niet opgedragen asn Y"de" fred'(van oystae-
yen) die grlgs haar moet gekregen hebben van &l die thesis=
sen die Je wilde beginnen en dan weer stopte wiens u1tda~
gend ongeloof je stimuleerde om dagenlang Op onbewi jsbare
dingen te zwoegen en die je (godzijdank) met een klap te-
rug op de grond bracht als je weer teveel aan het zweven
was, of wasrom staat alains (verschoren) naam niet op de
vorige bladzijde,al was het maar omdat je hem teveel uit

de armen van linda haslde met stomp21nn1ge vragen over
kwasi-koherente en andere schdofjes,of die van jan (van
geel) omdat hij je niet teveel in valuatie-achtige toestan-
den gedreven heeft, of waarom niet de naam ven één van die
andere al-dan-niet-kompetente-kumuleerders van den uia‘,
wiens algebra-spot je genoeg prikkelde om uren te verspe-
Len in de communications of andere wreed interessante lek—
tuur, of waarom is deze thesis niet opgedragen aan monlek—
ske om wiens lessenaar toch een groot deel bljeengekrlbbeld




werd , of waarom niet aan de verkenners en andere toffe
mensen die er gelukkig (ondanks alles) nog rondlopen in
skouting en die je op tijd en stond uit je lol-arm wis-

kunde wereldje sleurden , of waarom...

ja annke, zonder al deze mensen (en nog een paar honderd
anderen) zou deze thesis nooit bij elkaar getyppeld zijn
en daarvoor ben ik elk van hen al onnoemellgk veel dank-
baar, masr eigenlijk nog meer. omdat mijn kontakt met hen
me meer-mens heeft gemaakt.

maar niemand van hen heeft dit werk intenser meebeleefd
dan jij. jij moest mijn kuren verdragen wanneer de fred
weer es 'n bewijs gekraakt had , jij hebt urenlang ge-
bral over zariski-centraal en andere ringetjes moe ten
sanhoren terwijl je zelf wel es wat kwijt wildevover je
stage of de vrouwenbeweging , en dan die overaftelbaar
veel wiskunde-uren die we met plezanter dingen hadden
kunnen vullen.

bedankt voor je steun en vooral voor je geduld en verder
voor al die zaken waarvan ik best weet dat ik je er el-
genli jk niet voor bedanken moet,maar toch. 't begint kro-
kodiltraan-achtig te worden,maar dasrom niet minder ge-

meend.

niet je toekomstige , maar je huidige

ps : overigens ben ik me er al te best van bewust dan de
maatschappeli jke relevantie van dit werk eerder gering is.

( I hope my next thesis will be better )




wijze van verontschuldiging (1)
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donderdagavond, 22 mei,half elf (s avonds)

als ik een braaf uia-studentje was zou ik op dit moment in
maximum driehonderd woorden dit werkje uit de doeken moe-
“ten doen. een jaar zweten,hbpen,fouten maken,vlioeken,ple-
zier beleven,typpex met hopen gebruiken,freds tegenvoorbeel~
-den ondergaan,ontelbare artikels ontcijferen,de euforie van
een bewijs en de fout ontdekken in de triviale stap,uren
ver-tvppelen,...dlt alles versmachten in driehonderd armza-
lige woordjes ?

neen,dank je,wie echt wil weten waarover deze thesis gaat ,
wie echt wil weten wat me bezielde deze dingen te bestude-
ren,wie echt wil weten aan welke bewi jzen ik onnoemeli jk
veel plezier belsefde en welke kemels ik geschoten heba....
die moet maar es op 'n avond met me naar den ttivo! trekken
en dan wil ik het hem/haar wel effe vertellen bij een glas
Jskoude trapp1st kelharde tom robbinson band-muziek,een
somers avondzonnetje,gegier van toffe mensen dat het gebral
op den teevee over de staatshervormzng overstemt en OD de
muur affieches van dingen die me echt raken,kortom,op een
avond als deze wil ik honderduit praten en me niet in een
keurslijf van driehonderd woorden laten opsluiten.

en voor al die verdorde mathematici die dit niet begri jpen,
die alle theorieén van euklides tot van oySuaeyen op hun
“duimp je kennen maar ‘die nooit de pass;e van een probleem
hebben ondervonden, die zichzelf in hun wiskundig ivoren
torent je hebben opgesloten en die voor niets anders meer
kunner warm lopen , neurie ik effe met joan armatrading

mee : show some emobtlon

verder wens il jullie allemasl meer avonden als deze.
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bij wijze van verontschuldiging (2)

Tndien de lezer vertrouwd is met het werk van F. Van Oystaeyen
en A. Verschoren zal dit eerste hoofdstuk hem/haar niet veel
te bieden hebben en raden we hem/haar aan,na een kritische
blik op de laatste twee bladzijden,als de bliksem over te
springen naar interessanter lektuur,zoals hoofdstuk twee .

In de eerste twee paragrafen wordt er getracht jets meer kijk
te krijgen op de topologische ruimben waarmee we werken en

die nogal ver liggen van wat we intultief onder een topologie
verstaan.Vervolgens zullen we met elke links-Noetherse ring
een topologische ruimte associ&ren : Spec(R) de verzameling
van alle tweezijdige priemidealen.In het kommutatieve geval
is Spec(-) een mooi& kontravariante funktor, het is dan ook
ontmoedigend dat reeds deze eigenschap niet-kommutatief ver-
dwi jnt .De schade valt echter nogal mee : wanneer we'beperkin-
gen leggen Op onze ringmorfismen (dus:overgaan op een deel-
kategorie) krijgen we weer een mooi& funktor. Zoals in het
kommutatieve geval geeft Spec(R) ons echter niet genoeg in-
formatie over de ring , als geometrisch objekt is het niet
gecompliceerd genoeg om de volledige struktuur van R vast te

. leggen (voor een lichaam bvb. zijn alle ruimten Spec(k{X,YJ/f)
met T irreduciebel,homeomorf),Om dit te verhelpen gaan we
boven Spec(R) een schoof zetten doormiddel ven symetrische
lokalisaties (cfr. Fvo : lnm 444).Deze schoof (struktuur-)




bevat wel de ganse struktuur van R want we kunnen R terug
vinden als de globale sekties . Als de zariski-topologie
een basis van T-delen toelaat,dan heeft deze schoof een
funktori&le eigenschap tov. ringextenties, zoniet kunnen

we boven Spec(R) een bi-schoof zetten (cfr. A, Verschoren,
thesis) die zich steeds behoorlijk gedraagt tov. extenties,
maar op deze komplikatie (of symplifikatie) zullen we ver- |
‘der niet ingaan.,

Een belangri jker probleem echter is dat de lokallsatles

ons niet noodzakelijk de sekties boven een open deel ople-
veren.Daarom is het van groot belang tenminste de staken
berekenbaar te praten.Daarvoor dienen we wederom T-voOr-
waarden op te leggen (T-basis,T-staken).

Het enige nieuws (en dan nog!) dat dit hoofdstuk te bieden
heeft zijn twee veralgemeningen van stellingen van Van
Oystaeyen (7.12),(7.14) .De idée die achter beide stellin-
gen zit is niet zo revolutlonalr : Van Oystaeyen-Verschoren
hadden een T-basis nodig omdat ze de preschoof goede eigen-
schappen wilden geven,als we enkel gefnterresseerd zijn in
de goede eigenschappen voor de schoof is het voldoende de
juiste voorwaarden (T«funktor) op te leggen voor de staken.
Verder is het nog de vraag of dit wel een veralgemening 1is,
tot nu toe is er geen enkel voorbeeld bekend van een ring
wasrvan slle staken T-staken zijn en die toch geen T-basis
heeft.

‘Ondanks het feit dat dit hoofdstuk oude koek herkauwt,was
het opnemen ervan noodzakelzgk voor mij.Niet al]een omdat
het de begrippen en konstrukties invoert waarop we later

- voortborduren,maar vooral omdat het uitschrijven ervan me

dwong~vele bewl jzen stap voor stap te ontrasadselen,een op
het eebste zicht saai werkje dat niettemin‘moodzakelijk

Was .

™"




.’IRREDUCIEBELE‘RUIHTEN
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(1.1) We volgen in deze paragraaf N. Bourbaki,Comm.Alg.
hoofdstuk II , § 4.1, blz 94 e.v.

(1.2) definitie /
Een topologische ruimte noemen we irreduciebel

als elke eindige doorsnede van niet-lege opens

niet-leeg is.

(1.3) stelling

eguivalent zijn
1. X is irreduciebel

2. iedere niet-lege open ligt dicht

%, iedere open is samenhangend

bewiljs
- Dat 1. en 2. equivalent zijn volgt uit het feit dat een

dichte verzameling elke open snijdt.

%, impliceert 1. , want stel dat U en V disjunkte opens
zijn , dan 1s Uy V een onsamenhengende open.

1, impliceert 3, , stel dat V open en onsamenhangend is
dan is V te schrijven als een disjunkte unie van opens

U en V, maar dan is X niet irreduciebel. klezar

(1.4) gefinitie

Ten deel E van X noemen we irreduciebel als E een

irreduciebele topologische ruimte wordt in de ge-~

induceerde topologie.

(1.5) stelling

equivalent zijn
1. E irreduciebel

-

2. B irreduciebel

bewl js
Triviaal, want een open snijdt E als en alleen als ze
E snijdt. ' ' klaar!

AL




(1.5) stelling

T, Als X irreduciebel is dan is iedere niet-lege open
ook irreduciebel. »

2. Als ( Uy ) met i in I een open overdekking is van X
met U; N U # @ voor alle i,j. Als alle Us irredu~
c1ebel 211n dan is X het ook.

bewijs
1. Laat U een niet-lege open in X zijn.Stel V een open

deel van U. Dan is V ook open in X en dus dicht in X.
Maar dan ligt V natuurlijk ook dicht in U.Dus is U ir-
reduciebel.

2, Laat V een niet-lege open in X zijn.Dan bestaat er
een j in I zodat VN Uj £ ¢, Magr dan 1is Vf\‘Uj dicht
in UJ. Voor alle 1 in I geldt: U; M UJ £ @ en bijge-
volg ook V. U N U, £ ¢ , en dus zeker VN Uy £ 0 .
We weten nu dat voor alle i VN U dicht 11gt 1n U en
dus ligt V dicht in X.Wegens (1.3) zijn we nu klaar!

(1.7) stelling

Léat f + X~ Y een continué afbeélding zijn, dan be-

waars £ irreduciebele delen,

Stel dat U en V opens in Y zijn die £(E) snijden.Bij-
gevolg snijden £ (U) en £~ ’(V) die beiden open zijn,
E. Maar wegens E irreduciebel snijdt £ 1(U)’\ il 1(V)_
#~1(U A V) dan ook E, en dus snijdt UM V ,f(E).klaar!

(1.8) definitie
Een maximale irreduciebele deelvcrzamellng van

X noemen we een irreduciebele komponent van X.

Merk op dat wegens (1.5) iedere irreduciebele kompo-
nent gesloten is.

43




(1.9) stelling

1. ledere irreduciebele deelverzameling van X‘isbbevat

in een irreduciebele komponent van X.

2, X is de unie van zijn irreduciebele komponenten.

bewi js

1., Laat A de verzameling van de irreduciebele deelver-
zamelingen van X zijn die éen”V,irreduciebél,cmvat—
ten , parti&el geordend door de inklusie. Laat

(B ) i in I een totaal geordende deelverzameling
van A 21}n.Volgens het lemma van Zorn volstaat het
te bewijzen dat E = g Bj irreduciebel is.Zij U en W
opens in X die E snijden. Vermits B totaal geordend
is, bestaat er een Bj die beiden snijdt, en bijge-
volg ook UN W. klaar!

2., De punten van X zijn irreduciebel en volgens 1,klazar!

{(1.10) stelling

Laat (D Y een eindige overdekking van X zljn, bestaande
uit lwredu01ebele gesloten delen.De 1rredu01ebele kom=

ponenten van X zijn julst de maximale elementen der P

bewi is

We mogen ons beperken tot het geval dat geen twee van de
Pl‘s vergeli jkbaar zijn. Stel dat E irreduciebel is in X,
dan is E een deel van de unie der Pi en E zit bijgevolg

in één der Pi‘ , : : klaar!

(1.11) stelling

U een open deel van X. De afbeelding die asan vV , ¥ toe-
voegt is een bijektie tussen irreduciebele deelverzame-
lingen,gesloten in U en de gesloen irreduciebele deel-

' verzamellnven van X die U snijden.De inverse afbeelding

voegt aan Z, Z N U toe.

bewi js
Als V gesloten en irreduciebel is in U dan is volgens

Y




(1.5) ¥ irreduciebel en VA U =V . Omgekeerd, als Z
ippeduciebel en gesloten is in X en U snijdt, dan is
7 MU een niet-lege open deelverzameling van Z en dus
“wegens (1.6) irreduciebel en dicht in Z. Vermits Z ge-
sloten is,gelt tenslotte Z = 7ZN0 . ~ klaar!

Merk op dat deze bijektie i.h.b. de verzameling van de
i preduciebele komponenten van U omzet in irreduciebele

componenten van X die U sni jden.

_..__.“'._""‘"'._.-‘:‘"_.“"'_“"—__—_.."“._.“'__—‘—‘._"'_."‘_.—‘_—:‘__"“._"'"‘___

(2.1) We volgen in-deze paragraaf N. Bourbaki,Comm.Alg.
hoofdstuk II, & 4.2 ,blz. 97 e.v.

(2.2) definitie
Een topologische ruimte X noemen we Noethers als
jedere niet-lege verzameling opens,geordend door

de inklusie een maximaal element heeft.
Merk op dat dit equivalent is met ¢ jedere niet-lege
verzameling gesloten delen heeft een minimaal element.
Ook nog equivalent is : iedere delende (resp. stijgende)
vij gesloten (resp. open) delen wordt stationair.

(2.3) stelling

T.iedere deelruimte van een Noetherse 1is weer Noethers
2.als (A ) een eindige overdekking van X is bestaande

uit Noetherse dan lS X ook hoetners

bewi js

1. Zij & een deelruimte van X,Noethers. Laat Fn een da=-
lende rij geslotens zijn in A. Dan vormen Fn een dalende
rij geslotens in X en deze rij wordt bljgeVOWg stationair.
Maar dan geldt hetzelfde voor de rij Fn want Fn= F N A
2. Laat Gn een dalende rij geslotens in X zijn,dan worden
bij hypothese de rijén anw Ai stationair.BEn vermits I
eindig is wordt dan ook de ri] Gn stationair. klaar!

I

AS




(2.4) stelling

equivalent zijn:
1. X Noetherse ruimte

5., jedere open is guasi-kompakt

bewi js
1. impliceert 2. : Wegens de voorgaande stelllng volstaat

het te bewijzen: X Noethers,dan X quaSJ—kompakt Laat (U )
met i in I een open overdekking van X zijn.De verzamellng
van eindige unies van U;'s is niet leeg en heeft dus bij
veronderstelling een maximaal element: V. Omdat V maximaal
is geldt V Ui~_ V ,voor alle i in I en dus is X =17V,

2, impliceert 1. :-Laat (U ) een stijgende rij opens zijn.
De unie der UI is open en blggevolg qua81-kompakt Bi jge-

n .
wordt de rij stationair. , klaar!

volg(andermaal) bestaat er eenn ¢ V=100 =T , dus

(2.5) princiepe der Noetherse induktie

7ij E een geordende verzemeling wasrin elke niet~lege
deelverzameling een minimaal element bevat. Zij F een
deelverzameling ven E met de eigenschap dat als a in ' E
zodanig is dat alle strikt kleinere elementen in F zit-

ten, dan & in F, Dan geldt F = E. (herlees 70 nodig)

bewi js ,

Stel dat E # F en laat b een minimaalvelement zijn Van
E - F. Wegens definitie van b zitten alle strikt kleine-
re elementen in F, dus ook b . Kontradiktie en klaar!

(2.6) stelling

Tis X een Noetherse ruimte is dan zijn er eindig veel

irreduciebele komponenten.

bewi]s

Laat E de vérzameling zijn van de gesloten delen van X ge-
ordend door inklusie, F de verzameling van’de eindige unies
van irreduciebele gesloten deelverzamelingen.Zij Y gesloten
zo dat ieder echt aeSLoten deel in F zit en stel Y niet in

7P, of sterker nog, stel Y niet irreduciebel. Dan is Y te




schrijven als unie van twee echte gesloten delen van Y,
Y1 en Y2 . Bij hypothese zijn Y1 en Y2 dus in F en bij-
sevolg ook Y in F. Pas nu het princiepe der Noetherse

induktie toe en denk aan (1.10) en QUS....cse....klaar!

(3.1) Vanaf deze paragraaf zullen we alle ringen links
(omwille van zowel symetrie als sympathie-overwegingen)
Noethers veronderstellen,tenzij uitdrukkelijk het tegen-
deel vermeld wordt.Als referenties vermelden we F. Van
Oystaeyen LNM 444, N. Bourbski, Comm.Alg. 1I, & 4.3. en
Grothendieck en Dieudonné , EGA I, & 11 o

(3.2) definitie
het spectrum ven een ring R, kortweg Spe¢ R is
de verzameling van alle twee-zi jdige priemidealen

van Re.

Verder noteren we met V(I) de deelverzameling van Spec R
bestsande uit die priemidealen die het twee-zijdig ideaal

T veann R omvatten.

(%.%) stelling

1. V(1) = V(rad I) |
2, Ms I¢c J , dan is V§J) < V(I)

4. v(0) = Spec R en V(R) = &
5. v(INnJ) = (1) v V(J) = V{(IRJ)
bewl js ’

1452.,3. alsook 4. zijn triviaal

5. Stel P priem zodat P in V(A) U V(B) zit.Dan omvat P
A of B en dus in ieder geval ARB, bijgevolg P in V(ARB)
Stel nu P in V(ARB) en stel dat P, A niet omvat.Er is

dus een a in A - P ., Vermits verder P, ARB omvat moet

At




voor elke b uit B gelden : aRb zit in P en vermits a niet
in P zit moet dus b in P zitten voor alle b in B.Dus P
omvat B en bijgevolg P in V(A) U V(R).

Verder zij opgemerkt dat V(AN B) een deel is van V{(ARB)
en dat V(A) U V(B) = V(ARB) deel is van V(AN B) . Ten-
slotte vervangen we in dit bew1js overal A door I en B

door J en dan zljn we : : klaar'

_ Merk op dat we wegens deze stelling op X = Spec R een to—l
‘pologie kunnen definié&ren met als open delen Xy = X ~ V(I)
met I twee-zijdig ideaal in R. De aldus gedefini&erde to-
>pologle gaat door het leven als de A.Zariski - topologie .

(3.4) stelling

T X = Spec R 1s een Kolmogorov-ruimte (TO)

2, gesloten punten van X korresponderen met

maximale idealen van R
bewi js
4. Als P £ Q , dan geldt bvb. dat Q@ P niet omvat en dus

P een element van XQ en Q niet.
2, P =V(P) als en slechts als F maximaal priem is.

(3.5) definitie
7ij S een irreduciebel deel van X = Sped R, een
element P van X noemen we een generiek punt vaﬁ
s als V(P) = ’ |

(3.5) stelling (Prop. 1.1.5)

E75 T sen element van X = Spec R is, dan is V(P) irre-
duciebel.Omgekeerd is elke gesloten irreduciebele verze-

meling ven de vorm V(P) met P het unieke generiek punt.

bewi]s ;
Stel V(P) = w1‘U v, met W, en W, gesloten verzamelingen
dan behoort P tot é&én van beiden,bvb. P in w1 , maar dan

is V(P) gelijk aan W,.Dus V(P) is irreduciebel.




Omgekeerd, laat S een irreduciebele,gesloten verzame-
ling zijn.Dan is $ van de vorm V(A), met A een ideaal
van R. We mogen veronderstellen dat A = rad A .
Stel nu dat A geen priemideaal is , dan bestaan er
idealen B! , C!' niet bevat in A zodat B'C' deel is van
A . Stelnu B =A+ B! en C=A+ C' .Dan hebben we
A =BNC , inderdaad , als X in de doorsnede van B en
C zit dan is X = &, + b =a, +C . Dus geldt : XRx 1is
in DbRc + A dus in A. Maar vermits A een radikaal is
kunnen we hieruit besluiten dat X in A is.
Daarom is dus V(A) = V(B) U V(C) en voor jedere x niet
in A bestaat er een P in V(A) zodanig dat P het ideaal
voortgebracht door X niet omvat. Neem nu x in B = A,
dan geldt V(A) - V(B) # @ . Maar dit is in kontradik-
tie met het irreduciebel zijn van Vv(A). Bijgevolg is
A priem. Tenslotte stel dat P een ander generiek punt
zou zijn , dan is A een deel van P vermits P in v(A) is,
en omgekeerd P een deel van A vermits A in V(P) zit.
klaar!

(3.7) stelling

1. X = Spec R is Noethers

2., Ieder open deel is gquasi-kompakt

%, Er bestaan slechts eindig veel minimale priemen
4. A ideaal bevat in J(R) , dan is de enige omgeving

van V(A) de ganse ruimte.

bewi js

1. Zij B = (X ) cen verzameling open delen.Tussen de ide-
alen Ai is er wevens links-Noethers een maximaal element.‘
kAj.Het ig triviaal dat XAj maximaal in B is.

2% Volgt uit 1. en (2.4.2)

3, Volgt uit 1. (2.6) en (3.6)

4. Stel A bevat in J(R) , dan bevat v{A) elk maximeaal ide-
aal.Stel B een echt ideaal,dan is B bevat in een maximaal

ideaal, dus is V(&)N V(B) # § ,en kan dus V(A) niet in X

zitten. klasar!




(4,1) In deze paragraaf volgen we C. Procesi "Rings with
polynomial identities" en A. Verschoren "Les extensions

et les schémas non-commutatifs".

(4.2) Tn het kommutatieve geval kunnen wé met elk ring-
homomorfisme' £ 3+ A—>B ecen continu& afbeelding asso-
cisren °f : Spec B—> Spec A . M.a.w. Spec(-) is een
kontravarlante funktor van de kategorie der ringen met
eenheid Ring naar de kategorie der topologische rulmten
Iop o 71j die dachten dat de E.G A, op triviale wijze te
veralgemenen zou zijn tot het niet-kommutatieve geval
zullen geschrokken kennis nemen van het feit dat reeds
deze funktori&le eigenschap verloren gaat wanneer we
werken met niet-kommutatieve ringen. De reden hiervan is
dat deelringen van priemringen niet priem hoeven te zijn.
De schade valt echter nogal mee! We zullen aantonen dat
Spec(~) terug een mooie kontravariante funktor wordt als
we beperkingen opleggen aan de ringhomomorfismen , Me2.We
als we Spec beperken tot een deelkategorie van Ring .
(4.,3) definities

7ij R een ring en M een twge zijdig R - moduul

Het centrum van M , Zp (M) , bestaat uit die elemen—,

ten m van M wgarvoor : m.r = r.m voor alle r in R.

Je noemen M een R-moduul & la Artin of R-bimoduunl

als M als R-moduul voortgebracht wordt door ZR<M)‘

Merk op dat de noties moduul en bimoduul samenvallen als

R eén kommutatieve ring is.

(4.4) Een morfisme van bimodulen is ‘een morfisme van twee-
zijdige modulen,anders gezegd, de R-bimodulen vormen een
volle deelkategorie van de twe8213d1ge R-modulen., We zul-
~len de kategorie der B-bimodulen noteren als Dbi(R).De
kategorie der tweezijdige R-modulen noteren we Z(R)

Verder is het natuurlijk duidelijk dat R zelf een R-Dbimo-

duul is.




(4.5) definitie
een ringhomomorfisme f 3 R—s S noemen we een
extentie (4 la Procesi) als het S voorziet van
' de R-bimoduul struktuur, door restriktie van

skalairen.We zeggen ook dat S een R-algebra is.

(4.6) Het schoolvoorbeeld van een R-algebra is de alge-
bra R{'Xi} ,de niet kommutatieve veeltermen in Xi met
ko8ffici&nten in R. De variabelen Xi kommuteren niet
onder elkaar,maar wel met elementen van R . Dit betekent
dat Zpl R{xY ) = 2(R) {x;} . Meer nog, men kan gemakke-
1ijk nagaan dat iedere R-algebra isomorf is met het kwo-

ti&nt van een veeltermalgebra door een tweezijdig ideaal.

(4.7) definitie
een R-algebra S noemen we centraal als S als R-mo-
duul wordt voortgebracht door zijn centrum ZS(S)'
Het ringhomomorfisme noemen we dan een centrale

extentie.

(4.8) Het schoolvoorbeeld van een centrale R-algebra is
R [Xi] ,de kommutatieve veeltermén in Xi met ko&fficié&n~
ten in R. De variabelen kommuteren nu onder elkaar en met
elementen van R. Verder is iedere centrale R-algebra iso-
morf met het kwotient van xommutatieve veeltermalgebra.

(4.9) De kategorie met als objekten de ringen met eenheid

~en als morfismen de extenties noteren we E . De kategorie

van ringen met eenheid en centrale extenties gc.
Noteer verder met é;gR respP. é}%; de kategorie der R-al=-
gebras resp. centrale R-algebras. ' '

¥en gaat direkt na dat E cen deelkategorie van Ring is

{samenstellingen van extenties zijn extenties).

(4.10) stelling

f ¢t Re—e3 ringhomomorfisme,equivalent zijn:

1. £ extentie

5. i : f(R)—> S is een extentie




bewijs

1. impliceert 2., : vermits f i.h.b. een tweezljdig mo~
duulhomomorfisme is geldt - Zg(S) < Zf(R)(S) en dus geldt:
8 = 25(8) £(R) = Zp(gy(8) i(£(R)) .

2, impliceert 1. : vermits f 3 R—s T (R) epi is,is f zeker

extentis en dus is i, f ook een extentie. , klaar.

(4.11) stelling

Taat T : R-= O een extentie zijn en I een tweezl joig
ideaal van R , dan geldt :

4. £(I) S en S f(I) zijn tweezijdige idealen van S
2. £(1) 8 =8 £(I) )

bewi is
£(1) 8 = £(I) £(R) 7(8) = £(IR) Zp(8) = £(I) Zg(S) =
zR(s) £{I) = zR(s) £(E I) = zR(s) £{R) £(I) = s £(I).

(4.12) stelling : (Prop. 1.2.3)

Tast f : R— & een extentie zijn , den ¢
1. Als P.in Spec(S) is dan is £71(P) in Spec(R)
> B¢ : spec(s)—= Spec(R) : 2£(P) = £7'(P) is continu

bewl js
4. Laat P in Spec(S) zitten en a,b elementen van R zo-

dat aRb < £~ (P) .Dan geldt dus:
~ f(a) 8 £(b) = £(a) £(R) Z(8) £(b)
= £{a) £(R) £(b) Zy(8)
f(aRp) Zg(8)
: , c P ZR(S)~CLP
Bijgevolg geldt dat of f(a) in P zit of £(b).Maer dan zit

!

natuurlijk & of b in £7(P) .
2.\Het is nu duideli ik dat voor alle idealen I van R geldt
(2e)~N(v(1)) = V(£(I)) en dus kleaar. | |

(4.1%) stelling

e r——————————-—<

Spec(-) ¢ E-—> Top is een fontravariante funktor

bew'i j 3

Het is duidelijk dat 2(f g) = %g %f . klaar.




(4.14) stelling

i : Re»S inklusie en extentie,dan :
1. Z(R)c Z(S)

2. S‘priemfing dan R priemring

%, S semipriem dan R semipriem

bewil is

1, Neem r in Z(R), dan kommuteert r met alle elementen van
R en tevens met alle elementen van ZR(S) , dus met alle e-
lementen van S vermits S = ZR(S) R . ’

. 2. S priem wil zeggen dat O in Spec(S) zit, maar dan is
ook O = i_j(o) in Spec(R),dus ook R priem.

% S"semipriem wil-zeggen dat O de doorsnéde is van alle

P in Spec{8) , dus ook O doorsnede van alle i"1(P) in SpecR

en bijgevolg is ook R semipriem. Klaar,
I.5 : PRESCHOVEN EN SCHOVEN

(5.1) Hoewel we in het vervolg van deze thesis vaak zul-
len veronderstellen dat de ‘lezer bekend is met de voor-
naamste stellingen uit de theorie der schoven (cfr. Gode=
ment "Théorie des faisceaux") 1ijkt het ons toch nuttig
enkele elementaire zaken te herhalen. We volgen in deze
paragraaf F. Van Oystaeyen en A. Verschoren op de voet,
tReflectors and localization, blz.65 e.v." . Hoewel verwij-
zen naar A.Grothendieck "Sur guelques points d'algébre ho~.
- mologique" waarschijnlijk rechtvaardiger zou zijn.

(5.2) definities
7ij X een topologische ruimte en { een Grothendieck kate-
OPP ¢ ) is de ka-

tegorie der preschoven boven X met waarden in C ,kortweg

ey

gorie.De funktor kategorie Hom ( Open(X)

‘E(K,g). Meer expliciet : Een preschoof P voegt aan iedere
open verzameling U een objekt P(U) van C toe en aan iedere

inklusie V€. U van open verzamelingen,een morfisme Pg :
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P(U)~> P(V) . Een morfisme f : P-— P' van preschoven

wordt gegeven door een familie morfismen £(U):P(U)—=P'(U)
zodat voor elk koppel opens U« V het volgende diagram

xommutatief is in C

£(v)
P(V) =~ Pt(V)
i si, Pg { P'g 1, v ,
P(U) > P1(U) ’
£(U)

(5.3) 7ij U een open verzameling van X ,en laat Con(U)
de verzameling zijn van alle families U = (Ui) met i in T
zodat alle U; opens zijn in X en verder dat de unie der
U, gelijk is aan U.Neem u in Oovy (U) en P in P(X,C).Laat
verder p; : 'ff P(U,)— P(U; ) het prO]ektlemorflsme zijn.
Dan krijgen we een morllsme j o+ P(U)—> f\ZP(U ) zodat

P; j= Pg en verder hebben we morfismen:
“ - i
p,q :+ 1 P(U,) = i P(U-N T)
idin I ‘ (j,k) in IxI ?
met als (j,k)-komponent voor p : g; r\uk(p .) en voor de
(j,k)-komponent voor g : Ui,\ U*(pk We krijgen uiteinde=
1ijk hetvolgende diagram:
= D
J o P(U)= T P(U.MT,)
T —-——-———-—3«- Vs
P(T) i in I * (s V) inIx1 Y k

Een preschoof P is een schoof als bovenstaand diagram een
O —————— {an)

tequalizer diagram" is.Ben préschobf P is gesepareerd als

j een monomorfisme is.
(5.4) Noteer met S(X,C) de volle deelkstegorie van E(X,C)
bestasnde uit alle schoven boven X met waarden in C.Men

gaat eenvoudig na dat zowel §(X,g) als E(X,g) kompleet zijn.

(5.5) stelling

cen grotnendieck-kategorie is,dan
) is een Grothendieck-kategorie

7
s

X,C
X,C) is een Giraud-deelkategorie van P(X,C)

bewi js
7ie A.Grothendieck : "Sur guelgues points d’algebre homo-

logique™”
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(5.6) We zullen nu de reflector a : E(X,g)_e»g(X,g) con=-
strueren.We geven eerst Con(U) de struktuur van een
kategorie als volgt :zij u =(Ui:i in I) en ¥ =(Vj:j in J)
elementen van Con(U) met U open in X. Een morfisme tussen
u en v wordt gegeven door een afbeelding f: I—» J zodat
U, < Vf(i) voor alle i in I. Zij verder P in E(X,g) en we

defini&ren een kontravariante funktor (P,U):Con(U)—» ¢

| o
(P,U)(u) = Ker ( TT P(Uj)——3 m P(U,N T,)
‘ iin I g (j,k) in I x I .

We kunnen nu een nieuw objekt LP van P(X,C) definiéren:

LP : Open(X)%PP ¢ : U—» lim (P,U) (u)
. o in Covx(U)

LP(U) = lim lim  P(V)
u in Con(U) V in u

Merk tenslotte op dat L een links-exacte endofunktor is
van E(X,Q)

(5.7) stelling

laat F(X,g)de Klasse van de gesepareerde preschoven zijn:

1. als P in F(X,C) is dan is P-—LFP een monomorfisme en
LP is in §(X,g)

2. Als P in P(X,C) is dan is LP in F(X,C)

3, Als P in S(X,C) is dan is LP = P en omgekeerd

bewijs

7ie sndermaal A. Grothendieck

(5.8) definiger nu : i 2 = L L met 1 : g(X,g)wa P(X,C)
de ksnonieke afbeelding. Dan noemen we a de verschovings-

funktor .Verder gagat men gemakkell jk na det a een links

toegevoegde is van 1.
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1.6 : STRUKTUURSCHOVEN VAN RINGEN EN MODULEN

(6.1) We nemen aan dat de lezer al het nodige ge-
grasduind heeft in niet-kommutatieve (symetrische)
lokalisatie theorie.Zoniet verwijzen we hem/haar naar
F. van Oystaeyen "Prime spectra in non-commutative
‘algebra", hoofdstuk I en IT . We volgen in deze para-
graaf bovenstaand boek benevens (1) "Reflectors and

lokalization" (van Oystaeyen-Verschoren) .

(6.2) Andermaal zij het benadrukt dat we Werken met
1inks-Noetherse ringen met eenheid.Zij A een twee-2z1i j-

dig ideaal van R. Met A assosifren we een filter L(A)
bestasnde uit die links-idealen van R zodat A omvat is

in het radikaal van dat links-ideaal. Anders gezegd ’

con links-ideaal I behoort desd tot L(A) als e 1,

" voor zekere n. Met L(A) komt een symetrische kern- -funk-

tor k, overeen, als volgt gedefini&erd : k (M) bestaat

uit dle m ven M waarvoor er een I in L(A) bestaat zodanlg
dat I.m = 0 . Merk op dat L{A) en dus ook kA‘slechts afhan—

gen van het radikaal,

(6.3) Boven een open deel X, van Spec(R),met A een ideaal
niet bevat in rad(0), plaatsen we nu de gelokaliseerde van
R t.o.v. de kernfunktor k, : Q, (R) . Dit alles is goed ge-
defini&erd vermits zowel X als QP(P) slechts afhangen van
het radiksal.Het systeem (XA, QA(R)) noteren we § Otr).

De kanonieke afbeelding R«+>® (R) noteren we lA ,alhoewel
het duidelil jk is dat deze af neeldlpgen in het algemeen niet

injektief hoeven te zijn.

(6.4) stelling

@Q(R) is een preschoof van niet-kommutatieve ringen

boven Spec(R)

L




bewi s
Als Xp < X, dan is per definitie rad(B)c: rad(A)en verder

is Xg # ¢ als B niet bevat is in rad(0).neem I in L(A),
dani bestaat er een n : AP T, en anderzijds bestaat er
een m : Bl¢o A, zodat B e I en dus I in L(B).Dit bewijst
dat L(A) < L(B) en bijgevolg k, Ky en bijgevolg krijgen
we een kanonieke projektie f£(A,B) :

f{A,B) iA(R) = R/ kA(R}——é-R/ kB(R) = iB(R)

Beschouw nu hetvolgende diagram waarvan alle afbeeldingen

ringhomomorfismen zijn (ILnm 444,Theorem 10) 3

n

ERN

A !

i,(R)
R { £(a,B) Ji(a,B)
T~ > Qp(R)

Vermits QA(R)/iA(R) kA~torsie is,en dus zeker kB—torsie,
en vermits QB(R) trouw kBminjektief is,kan f£(A,B) op één-

duidige manier voortgezet worden tot j(A,B) en dus geldt:
Ker f(A,B) = Ker j(4,B)Nn 1i,(R). \

De uniciteitsvoorwaarde impliceert dat j(A,4) de identiteit
op QA(R) is. Verder,als @ # XC C_XE;C;XA ,dan krijgen we
volgend diagram:

1A(R)
£{4,C)
£{4,B) > i (R)———
’ v g
/’i(/B,’_C)
iB(R) = '

Vermits f£(4,C) = £(B,C) f£(A,B) geldt dat j(A,C) en

j{B,C) j{4,B) uitbreidingen zijn ven £{4,C) Wegens de

uniciteitsvoorwaarde hebben we dus j(£,C) = j(B,C) j(4,B)
‘ klaar!

(6.5) stelling

QO(R) is een gesepareerde preschoof

2




bewijs -

7ij X, =U X; een overdekking van X, door opens X5 = X—V(Ai)
die we wegens quasi-kompaktheid eindig mogen veronderstel=-
len.Als we met ki de kernfunktor corresponderend met Ai no-

teren dan krijgen we volgend diagram van ringhomomorfismen:

i, R/kA(R) ; —3 Q,(R)
R< | o l ]
iAi R/k; (R) : > Q;(R)

Vermits kA(QA(R)/iA(R)) = QA(R)/iA(R) bestaat er voor elk
element g uit QA(R) een idesal B uit L(A) met Bg iA(R).
Veronderstel nu dat g een element is van ker(ji) , voor
alle i, dan is Bg < iA(R)r\ Ker(ji) = Ker(fi) en dus is

- Bg ki(R)/kA(R) voor alle i . Het volstaat nu te bewljzen
dat N ki(R)/kA(R) = 0 want daaruit volgt Bg = O en dus is
g in k,(Q,(R)) = 0.

Het is duideli jk dat kA(R) bevat is in ) ki(R),omgekeerd nu.
Laat x in N ki<R) zitten, dan bestaat er voor elke i een
ideaal C; uit L(Ai) met C;x = O. Wegens definitie van L(Ai)
“geldt rad(Ci):> rad(Ai). Neem nu C ;Eici ,dan bevat rad(C)
rad(EiAi) . Maar vermits nu geldt dat V(&) =M V(Ai) geldt
dat iedere P in Spec(R) die E:rad(Ai) omvat, dus alle A,

omvat tenslotte ook A omvat. Bijgevolg geldt: rad(A)c
radeAicz rad(C), en dus is C in L(A) . Tenslotte: Cx = 0O
impliceert x in kA(R) en klaar!

(6.6) definitie |
de verschoofde g@O(R) van de gesepareerde preschoof
QO(R) noemen we de struktuursehoof van de ring R.

We noteren de struktuurschoof Spec(R) .

(6.7) stelling

Tast R een links-Noetherse priemring zijn
dan is Spec(R) = QO(R)




bewl is

‘We moeten aasntonen dat wanneer we een open overdekking

van XA'hebben, X, = U X, met X; = X = V(Ai) , eén wanneer

we elementen g, van 0, (R) hebben zodanig dat j(Ai’AiAj)(gi)
= j(Aj’AiAj)(gj) , dat er dan een g in QA(R) is godat
j(a,4,)(g) = g; voor alle i.

Het volstaat dit te bewijzen voor een eindige overdekking
van XA' Stel immers XA = Xi een eindige overdekking waar-
voor de bewering geldt, dan wordt Xk overdekt door de ver-
zemelingen X - V(AkAi)' Stel nu g in QA(R) zodat g gemapt

wordt op de g; in Qi(R) en laat h, het beeld zijn van g in

Qk(R).Dan hebben g, en h, hetzelfge beeld onder elk van de
afbeeldingen-j(Ak,AkAi) en dan is wegens het gesepareerd
zijn hk -8, = 0 . |
Neem dus een eindige open overdekking XA = U Xi. Uit de
preschoof-axiomats kunnen we dan afleiden dat voor alle i

en j : j(a; , B} a0 (gs) = j(Aj’tﬁ Ak)(gj),waarig A, niet-

‘nul ideaal is vermits R priem. Merk verder op dat de volg-

orde in @ Ay geen rol speelt omdat alles afhangt van het
radikaal., Noteer ig Ak-= B .We zullen nu bewijzen dat als

g, in Qj(R) en g, in QZ(R) zo zijn dat j(Aq,B)(g1) =
j(AZ’B)(gZ) dat er dan een g in QC(R) bestaat met C= A, + A
en j(C,4,)(g) = g, en itc,a,)(g) = g,- De stelling volgt
dan door dit procédé een eindig aantal keren te herhalen,
Nu moeten we ong herinneren (Lmm 444,blz.6) dat elementen
van Qq(R) gedefini&erd zijn als equivalentieklassen (L,1,f1)1
van koppels (L13f1) met L, in L(A1) en f, in HomR(Lq,R)

en de equivalentierelatié gedefini&erd als (L1,f1) (L%,f%
als er een Lg in L(A1) bestasat dat f1 en f% samenvallen op
LY < Lin L, . '

Leat dus g, = (L1,f’,§)41 in Q1(R) en g, = (Lz;fg)z in QZ(R)'
Omdat R priem is reduceren alle afbeeldingen f(Ai,B) tot

de identiteit op R en bijgevolg zijn alle j{A,,B) injektief.
Deze afbeeldingen zijn dan als volgt gedefinieerd:
3(a,BUL L2 ) =(Ly, T, )p én 3(hy s BU(L,ys T ,) =Ly, £,)p met
(—,—)B de klassen voor de L{B)-equivalentierelatie.
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Omdat g, en g, op hetzelfde element van QB(R) gemapt wor=-
den geldt dat (Lf,f1) L(B)-equivalent is met (L2,f2) .

d.i. f1
verder mogen we veronderstellen dat L' een ideaal is ver-

en f, vallen samen 0p een L! in T(B) met L'« L.N L,

mits kB symetrisch is. Neem nu x in de doorsnede van L1

en L2 , dan is L'x een deel van L' en bijgevolg geldt :
L'(f1(x) - fg(x)) = 0 en dus f1(x) - fz(x) = 0 als element
van kB(R) = 0 ,Dus .f1 en f2 vallen samen op de hele doorsne-
de van L, en L,. Defini&er nu tenslotte f : L, + Lz-q»R :
f(a1+a2) = f1(a1) + fz(az).Dit is goed gedefinieerd ver-
mits f1 en f2 samenvallen op de doorsnede.Neem nu g =
(L1+L2,f‘)C met C=A,+A, .Het is nu eenvoudig na te gaan dat

g T(A1)~equiva1ent is met g, en g T(Az)—equivalent is met
gZ.Klaar! B

(6.8) Laat M een links R-moduul zijn dan kunnen we ki jken
naar het systeem (XA,QA(M)) boven Spec(R).Men gaat weer
‘gemakkelijk na (de bewijzen voor R overschrijven en ring-
homo’s‘vervangen in de gepaste moduulhomot!s) dat dit sys-
teem é&énduidig bepaald is, het een preschoof is die wede-

rom gesepareerd is.Noteer dit systeem : QO(M).

(6,9) definitie
de verschoofde van de preschoof QO(M) noemen we de

struktuurschoof van M en hoteren we aQ(M) .

(6.10) Merk op dat gO(M) een QO(R);links—Moduul is en dat
gQ(M) een links Spec{R)=Moduul is.

(6.11) Men ksn de construktie van struktuurschoven ook
‘opvatten als lokalizaties in geschikte Grothendieck-kate=
goriedn ( E(Spec(R),R—mod) en g(Spec(R),R—mod) }.We zullen
op deze ziénswijze (geintroduceerd door van Oystaeyen-Ver-

schoren in "Reflectors and lokalization™) later terugkomen.
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1.7 : GLOBALE SEKTIES EN STAKEN

(7.1) In deze paragraaf volgen we hoofdzakelijk F.van
Oystaeyen - A. Verschoren : "Reflectors and localiza-
tion." Eigen probeersels worden voorzichtigheidshalve
asngegeven met (¥*) hetgeen zoveel wil zeggen als : te

lezen met de grootst mogeli jke achterdocht.

(7.2) Het renresentatleprobleem kan algemeen als volgt

geformuleerd worden 3 gegeven een objekt G van een ka-
tegorie ¢ ,gevraagd : een topologische ruimte X(G) en
een schoof S(G) van C -objekten boven X(G) zodat de
globale sekties G terug opleveren : (@) (X) = ¢ .Wel-
bekende voorbeelden zijn de struktuurschoven van ringen
en modulen in het kommutatieve geval.De eerste vraag die
we nu willen beantwoorden is : zijn de voorheen gekon-
strueerde struktuurschoven oplossingen voor het repre-
sentatieprobleem in R-mod ? ‘

~

(7.3) stelling

Toor elk links R-moduul M geldt :
2Q(M) (Spec(R)) = ¥

bewi s

Vermits Q (N) een gesepareerde preschoof is (6 5 en 6.8)
heeft men duideli jk een inklusie @ (M)c~9 aQ(M 1) ,waaruit
volgt dat het volstaat te bewlgzen dat Q (M)(Sbec(R))—l.

V(R) = ¢§ Dus Spec(R) = Xy en boven Xp hebben we QR(M)

vep]aatst, de lokalisatie tov. de kernfunktor kR. Uit de
' deflnltle van kR volgt dat T{R) slechts R bevat. De torsie
van M is dus kR(M) ={_m in M ¢ Rm = O} = 0 vermits R een

?x

eenheid heeft ; bijgevolg 1is QR(M) = M. -~ Klaer.

(7.4) Omdat QO(M) in het algemeen geen schoof is (en we
weten dus iha. niet wat de sekties,boven een open deel,
van de struktuurschoof zijn,althans nietkgoed genoeg om
ermede te kunnen.werken)4is het van het grootste belang

dat we tenminste de staken berekenbaar kunnen praten .
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(7.5) Ve herinneren eraan dat de preschoof en de ver-
schoofde dezelfde staken hebben. Het zal dus volstaan
de staken van gO(M) te berekenen.

L(R-P) zal al die links idealen van R bevatten waarvoor
er een s in R-P bestaat zodat (s) = RsR bevat is in het
1inks ideaal.De symetrische kernfunktor geassoci&€erd met

deze filter noteren we kR-P'

(7.6) stelling

R 1inks-Noethers,M eindig voortgebracht links R-moduul
dan is de staak van 2Q(M) in P gelijk aan QR_P(M).

bewlis

Pdaduhciuns S e .

bij definitie en opmerking (7.5) is de staak in P:

Sp(1) = lip Qr(¥)

P in XI
Als P in X ig,dan is I niet bevat in P en dus kI‘é Kp_p+
Fr bestasn dus kanonieke R-moduul homomorfismen van QI(M)
naar QR_P(M).Nu passén we de universele eigenschap van de

direkte limiet toe en krijgen een morfisme:
sp @ Sp(¥)—> Qpp (M)

Omdat R links-Noethers is kommuteert elke (symetrische)
kernfunktor k met direkte limieten {efr. Goldman "Rings
and Modules of Quotients™),en dus ihb.
= 113 (0
kp_p(Sp(M)) = Lim kp_plQp(M))
in XI

We krijgen dus een exacte rij :

4

0—1in kp_p(Q; (1)) — SP(M)--—EE;- Qp_p(M)
P in XI .

Laat nu x in kR_P(QI(M)) zijn, d.i. er is een ideaal J

in L(R-P) : Jx = 0. Beschouw XIf\'XJ = X;y en het kano-

nieke R-moduul homomorfisme : s;; Van QI(M) naar QIJ(M).

Door de R-lineariteit van s komt er : IJ SIJ(X) =

I SIJ(JX) = 0 en bijgevolg SIJ(X) = 0 vermits QIJ(M)
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KIJ—torsievrij is.Voor ieder ideaal en voor alle X in
(@ (W)) geldt dus dat x in de direkte limiet op O

gezonden wordt en dus dat sp een monomorfisme 1is

(7.6.1) Merk op dat we tot hiertoe het eindig voortge-
bracht zijn niet gebruikt hebben

zZij x nu in Qp_ P(Tf), dan bestaat er een I in L(R-P) met
Ix < M/kR P(T) en vermits kR P symetrisch is mogen we
veronderstellen IRx < N/kR_P(M).

Omdat M eindig voortgebracht is en R een links-Noetherse
ring is mogen we besluiten dat kR_P(M) eindig voortge-
bracht is en dat het dus kan geannihileerd worden door
cen T! in L(R-P).Stel nmu J = I n I' dan is J ten duide-
1ijkste in L(R=P) en dus k; € kp_p .Maar,omdat Jip p(M)
= 0 , hebben we kJ(M) = kRnP(M) en tenslotte omdat

Jx < M/kR—P(M) hebben we

x in Q (M/kp (M) = Q;(1/x (1)) = q;(00)

Hieruit volgt dus dat Sp den epimorfisme is dus iso .

{(7.7) gevolg

Als R een 1inks—Noetherse den is de stask

van Spec{R) in P gelijk aan QR—P(R>'

(7. 8) deflnltle
Een kernfunktor noemen we een T-?unktor als hij/zi}]
aan één en dus &aan alle der volgende equivalente
eisen voldoet: ,

1, Iedere M in Q (R)-mod is k-torsievri]

5, Voor alle & in L{k) Qk(R)J(A; = G (R)

3, Iedere M in Q]\R)—mod is trouw k~1ngekulef
4. Voor alle M in R-mod : Q (R) % M= Q (M)

5. De funktor Qk is rechts exact en commuteert met

direkte sommen.

(7.9) definities

Een open deel XA van Spec(R) noemen we een T-deel

als k[ een T-funktor is.

We zeggen dat een ring R een T-basis heef?t, als Spec(R)

een basis van T-delen heeft



Fen stask is een T-staszk als kR—P een T-funktor is.
We zeggen dat een ring R T-staken heeft als elke

staak een T-stask is.

(7.10) Voor ringen\met goede T—voorwaarden zullen we nu
bewi jzen dat we de eindigheidsvoorwaarde in stelling 7.6
kunnen laten vallen.Misschien vooraf nog even vermelden
dat ringen met T-basis of T-staken veelvuldig "in de na-
tuur" voorkomen : Vb. Azumaya—algebra's,Zariski~centraa1

ringen,globale birationale extenties van kommutatieve,enz.

(7.11) stelling

Zij R sen links-Noetherse ring met T-basis,M in R-mod
de stask van gQ(M) in P is gelijk aan'QR_P(M)

bewi js

Uit (7.7) weten we dat de stask van Spec(R) in P gelijk is
aan Qp_ P(R). Als X  een T-deel is dan geldt QI(M)=QI(R)(§ M
Verm%ts direkte limieten kommutewen met tensor-produktien

en omdat we (wegens T-basis) de direkte limiet mogen laten

lopen door T-delen , geldt : S (M) = Q (R) ® M .Als we

~ P R-P B

nu nog kunnen bewijzen dat kR—P een T-funktor is dan zijn
we klaar.Nu geldt:

k
R-P
We mogen zelfs het supremum nemen van T-funktoren dat 70~

= suH{ k3 I niet bevat in ﬁ%

sls bekend wordt verondersteld zelf een T-funktor 1s JLKlaar.

Merk op dat we in voorgaande stelling bewezen {(nou ja) hedb-
“ben dat sls een ring een T-basis heeft,die ring ook T-sta-
ken heeft.Volgende stelling is dus een veralgemening van

(7.41) 3

(7;12) stelling (%)

7ij R een links-Noetherse ring met T—staken,V in R-mod
de staak van gQ(M) in P is gelijk aan QP_D(V)

§x
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bewl js
de wiskundige folklore leert ons dat elk moduul geschre-
ven kan worden als direkte limiet van zijn eindig voort-
gebrachte deelmodulen : M = lim (M Y My e.v. deelmoduul .
Vermits alle lokalisaties llnks exact zijn levert dit ons
een inductief systeem (aO(M ) f 3) , en verder monomorfis-
men: 0 —> aQ(M ) —= aQ(M) . ‘
Defini&er nu de direkte-limiet van die induktief systeem
van schoven als de verschoofde van de preschoof:

(X » lim, (2Q0;)(Xq)) (cfr.Godement 1.11)

Vermits Grothendieck-kategoriedn exacte direkte limieten
hebben en‘gebfuikmékend van de universele eigenschap (Go-

dement 1.11) krijgen we een monomorfisme 3
0 —> lim, (aQ(r;)) — aQ(¥)

Bijgevolg zijn er ook monomorfismen tussen de staken'
0— SP(llmi(gQ(Mi))) — Sp(M)

Bereken nu 3
Sp(1im; (aQ(¥;))) = lim; (Sp(2Q0M; ))) (Godement 1.11)
= 11m (QR p(My )) (stelling 7.6)
= 11m (@ (R) ®p ¥y ) (T-funktor)
= (R) ﬁﬁ limg (M ) '
= (N) {T-funktor)
Dus krijven we een exacte PlJ. ’
0 — Qq_p(M) — Sp(M) — S 5(¥) /0p_p (1) — O
Na lokeliseren en gebrulken dat kR p een T-funktor is:

0—s Qp_p(¥) — Qp_p(8p(H)) — Qg_p(Sp(M)/Qp_p(10)) —0

Maar nu is:
Qp_p(8Sp(M)) = Qp_ p( Limg (Q;(11)))
= lim 1{@g_p(Qy (M)))
= nm (g p(M)) = Qg_p(10)

}

Bijgevolg is S (N)/QR P(M) R-P~ -torsie en in het eerste
deel van s»elllng 7.6 hebben we bewezen dat Sp (M) Kp_p-
torsievrij is.Herinner nu hoe QR-P gedeflnleerd is om te

kunnen besluiten 2 QR_P(M} = SP(M) ~ klaar.
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(7.13) notatie
Met Snec(R)’?{)q M zullen we de verschoofde noteren

van de preschoof : (XI » Q (R) @ ¥ ).

Volgende stelling veralgemeent Proposition 44 van Lnm 444:

(7.14) stelling (%)

‘Zij B links-Noethers met T-staken,M in B-mod

gQ(M): spec(R) @z M

bewl is
We noteren met f het schoofmorfisme van Sgec(R)<2h M

naar gQ(M) gefnduceerd door het preschoofmorfisme
f(X;;) : QI’(R) ®g M-—> Q‘I(M) tr @ mM—> ri,I(m)

Opdat f een schoofisomorfisme zou zijn is het voldoende
dat f een isomorfisme induceert op de staken,maar dit

is trivisal omdat we werken met T-staken en omdat dan
SP(}'{) = ‘C{'R"‘P(Mt} = QR"‘P(R) ®R M .

mask deze thesis nog unieker en schrijf hier zelf iets

leuks, als daar zijn :
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formele spectra




bij wijze van verontschuldiging (3)

Men hoeft er Dieudonné's werkje "Cours de Géometrie Al-
gébrique 1" er maar op na te slaan (VII.5) om het belang
van de studie van lokale ringen in algebraische meetkun-
de in te zien. Haast alle meetkundige kenmerken vinden hun
weerspiegeling in eigenschappen van de optredende lokale
ringen.Het zal waarschi jnlljk interessant zijn de in de
niet-kommutatieve algebraische meetkunde optredende "loka-
le" ringen aan een grondig onderzoek (& la Nagata "Local

Rings" of latsumura ncommutative Algebra') te onderwerpen.

Dit hoofdstuk wil één van de mogeli jke onderzoekingsgebie—‘

den aanboren : kompleties. Zoals gebruikelijk aan de U.Il.A.,

gaan we;als het algemene geval ons te gecompliceerd 1ijkt,
ons beperken‘tot het Zariski-centraal geval.Dit blijkt een
goede klasse te zijn want alle ideaal~k0mpletiés,zijn cen~
trale kompleties.Vele stellingen over kommutatieve komple-
ties kunnen op triviale wijze veralgemeent worden tot het
7.C.~geval (e.v. Zariski~-centrale boven centrum en faith-
ful) .Nochtans dwbng ti jdgebrek ons mogelijk interessante

terreinen onbetreden te laten.Zo 1ijkt het mij] wasrschi jn-

1ijk dat de struktuur van komplete lokale 7.C.-ringen in




belangri jke mate vastgelegd wordt door de struktuurstel-
1ingen van Cohen voor komplete lokale (komm.) Noetherse
ringen.

Ja Alain, ik weet wel dat het onderzoek van kompleties
van (semi)priem p.i.-ringen interessanten zal zijn en op
het eersté zicht 1ijkt het me mogeli jk dat we ook hier
‘zinvolle dingen zullen kunnen zeggen.Een minimale eis is
wel dat het ideaal de links Artin-Rees eigenschap heeft,
dus bvb. een centraliserende verzameling generatoren
heeft, en dit is in het semipriem p.i.-geval waarschijn-
lijk haalbaar via de stelling van L. Rowen.

Verder worden in dit hoofdstuk de konstrukties van Grot-
hendieck (vezels en formele spectra) veralgemeend tot het
7.C.-geval.Ja Alain, ook dit zal best weer voor Pel.~rin-
gen gedaan worden,een mogeli jk vakantiewerkje...

Toch‘krlggen we al in het Z.C —geva] een interessant re-
sultaat uit onze vezeltheorie.lWe kunhen voorwaarden op de
zapiski-centraal ring R opleggen opdat RtT] opnieuw Zaris-
ki-centraal zou zijn.Verder krijgen we een duideli jke kijk
wat er in het algemene geval mis gaat (en vreemd genoeg
wordt het hele probleem teruggebracht tot kommutatieve
lichaam-theorie) .

Het bestuderen van vezels heeft het grote voordeel dat we
nu meer vat krijgen op de priemen in extenties .Het poly-
noomring-geval wordt opgelost,maar het interessantere (en
moeili jkere) tensor-geval is voorlopig nog open.

Verder hoop ik dat uit de lektuur blijkt dat dit het hoofd-

stuk is dat ik met het meeste plezier geschreven heb.

overigens ,
waar kernenergie is, is geen demokratle mogeli jk

en waar demokratie is,is geen kernenergie mogeli jk
ugh !




TT.1 : KOMPLETIES VAN ZARISKI-CENTRAAL RINGEN

(1.1) Voor algemeenhedén over kompleties verwijzen we naar
Greco :"Topics in m-adic topologies" , Bourbaki "Algébre
Commutative" en NastasescérVan Oystaeyen : "Graded and fil-

tered rings and modules'.

(1.2) Zij R een ring , I een tweezijdig ideaal van R en

"M in R-mod , dan noteren we met KI(M) de I-adische kompletie
van M , i.e. ¢ KI(M) = %ig_M/InM. Ish.a. is er niet zoveel
geweten over niet-kommutatieve kompleties,om maar iets te

"noemen : we weten niet of R—ma-KI(R) een ringextentie is ,

wel hebben we 3 ' J%M . 7

§§elling

£ R-4>Kj(R) , equivalent :
1. £ is extentie
2, £ is centrale extentie

bewi s

1. impliceert 2. : Zij z in ZR(KI(R)) dan hebben we voor
alle a in £(R) : az = za = 0 . Nu is xz - zX een kontinué
afbeelding die nul wordt op £(R) i.e. op een dicht deel ,
bi jgevolg is xz - zx identlek nul en dus zit z in Z(KI(R)).

(1.3) definitie

Een links-Noetherse ring R noemen we Zariski-centraal

sls voor alle tweezijdige idealen I van R 3
rad(I) = rad R(In Z(R))

(1.4) Voor links-Noetherse ringen hangen kompleties slechts
af van het radikaal,voor zapiski-centraal ringen krijgen we
dus : KI(M) = K3(1 n C)(M) (met C = Z(R)).Dit heeft enkele
bi jzonder plezierige gevolgen :

1. De funktor die M naar KI(M) stuurt is exact in de katego-
rie der links R-modulen van eindig type.

2. K

I(R) is een rechts plat R-moduul




3, M in R-mod en eindig voortgebracht,dan 3
K(M) = X (R) ® M

4. M in R-mod en eindig voortgebracht, i : M-—~>KZ(M)
dan Ker(i) =0 ™M = ;X in M3 (1-r)x = O voor een r in I}

5, M in R-mod en eindig voortgebracht dan KI(M) = KT(R)i(M)
en K (M) is een eindig voortgebracht K (R)-moduul.

Dit alles volgt uit het feit dat R{IN C) de links Artin -
Rees eigenschap heeft.

(1.5) stelling

R Zariski-centraal,I ideaal van R
dan is KI(R) links~-Noethers

bewijs

We mogen I = R(InC) stellen, dan weten we uit Prop. %.12
van Nast-FV0 dat de Rees-ring ¢ R& I e.12<5 ess links-
Noethers is en dus ook gr(R) = R/I ® I/‘I2 D eos

Verder weten we dat gr(R) isomorf is met gr(K (R)) =

K. (R)/K (1) ® K, (I) /K (12 ® ... en zoals in het kommuta~-
tleve geval (213 bvb : Atiyah-Mac Donald :"Introduction to
Commutative Algebra" Prop. 10.24 en 10.25) volgt uit het
links-Noethers zijn van gr(KI(R)) het gevraagde .klaar!

(1.6) Een ander voordeel van werken met Zariski-centraal
ringen is dat kompleties in feite centrale kompleties zijn:

stelling

R Zariski-centraal,I ideaal van R
KI(R) en K C(R) zijn isomorf als C-modulen

bewil is
, P . n .
KI(R) = KR(IDC)(R) = 111@ R/(INC) 'R = InC(R) Jlaar !

(1.6) Maar zelfs wanneer we werken met Zariski-centraal rin-
gen (algemeen),stuiten we al vrij viug op moeili jkheden :
Op dit moment weten we nog niet of £ R—e>KI(R) een exten-—




tie is, ook niet of Z(KI(R)) = KIr\C(Z(R)) om nog maar te
zwi jgen over de vraag of KI(R) Zariski-centraal is.0Om een
deel van deze vragen te beantwoorden beperken we ons tot
Zariski-centraal ringen eindig voortgebracht over hun cen-
trum C dat Noethers is (en dus zijn ze FBN).

(1.7) stelling

onder bovenstaande restrikties :
1. T : R-—»KI(R) centrale extentie
2. 2(K((R)) = Ky, o(Z(R))

3. KI(B) = Xy C(c\) @, R

bewijs

%, volgt uit stelling (1.6) en (1.4.3).
1, en 2. volgen natuurlijk uit 3. klaar

(1.8) stelling

R Zar. Centr. e.v. over centrum,INC = (a1,...,an)
dan : K (R) = RL[XT,...,an] NZ =ty e X may)

bewi js
(X,-2)B + .o +(X -2, )B.Dan hebben we : B/J = C en de
it-adische topologie op de B-algebra B/J komt overeen

met de InC -adische topologie op C.We krijgen :

C\:EX']”"’Xn]] / (X1—a1’c‘.,xn""an)

In

1

Fn de voorgaande stelling maakt het bewljs dan verder af"!

(1.9) opmerking

Om te bewiljzen dat\KI(R) Zariski-centraal is voor een
e.v. Zariski-centrale R over zijn centrum zal het dus
volstaan te bewijzen dat voor alle ¢ in C ¢ RYI{Xx]] /{X=c)

Zariski-centraal.
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(1.10) Voor de rest van het verhaal zullen we onder een

7 .C.~ring een-Noetherse 7ariski-centraalring verstaan,
eindig voortgebracht over zijn centrum en faithful,dwz.:
{ I ideaal van C ¢ RI = R } = {C}-.of equivalent : er be-
staat een bijektieve korrespondentie (p-—»radRp,P-—OPr\C)

tussen de maximale idealen van C en de maximale idealen v R,

(1.11) definitie
Fen Z.C.-ring R noemen we een Zariski-ring als
T (het ideaal dat de topologie bepaalt) in J(R)
zit met J(R) het Jacobson-radikaal.

(1.12) enkele gevolgen voor Zariskl Z.C. -ringen

1. In de notatie (1.4.4) ¢ Ker 1 = 0O
2., M in R~mod en eihdig voortgebracht,dan is elk deelmo-
dguul gesloten in de I-adische topologie.
%. Er bestaat een 1-1 korrespondentie tussen maximale i-

dealen van R en die van KI(R)

(1.13) stelling

7ij R een semi-lokale Z.C.-ring met maximale idealen:

My oesM, dan 2 Kypy(R) = KJ.(R)(QR_M'](R))X...XKJ.(QR_I/Ir(R))

bewijs

¢ is dan ook een semi-lokale ring en Mys eeesty, de maximale
idgalen.Noteer met C; = Qc”mi(C) en m{ = m;C;p, m = J(C) =
Myesellye Dan hebben we 3

- =Tijn =0 min , en dus /= C/ﬁ1nx...xc/mrn.Verder

hebben we : .C/min = Ci/min. Dus :
: oL s n _ -
en uit stelling (1.7.3%) volgt dan :
=™ E5(g) (Agom, () B¢ B)

q3




(1.14) lemma

R Z.C.-ring,equivalent zijn :
1. R met I-adische topologie Zariski
2. C met In C-adische top. Zariski

© bewijs

1. dan 2. : volgt onmiddelli jk uit het faithful Zariski-
centraal zijn. '

5. dan 1. ¢ Als InC cm , dan ook radR(INC) < radkm = M.

(1.15) In het kommutatieve geval kunnen we de I-adische
kompletie van een Noetherse ring R steeds opvatten als de
kompletie van zijn Zariskificatie , i.e. uit R en I konstru-

cert men een Zariski-ring R' met I'=-adische topologie zodat:
KI(R) = KI,(R').Volgende stelling wil deze konstruktie ver-
algemenen tot Z.C.-ringen :

(1.16) stelling

7ij R een I-adische Z.C.-ring dan
heeft R een Zarisgkifikatie .

‘bewijs

Teat ons met 1 , In C noteren. S =1 + 1 is dan een malti~
plikatief gesloten verzameling in C en in R en voldoet dus
aan de Ore~voorwsarden in R.We kunnen dus naar de ring : |
(s)"'R = R' kijken . Wie me niet gelooft mag voor zichzelf
narekenen dat R' opnieuw een Z.C.-ring is. Zi] verder I!' =
(S)_1I , dan hebben we : 7(R!) = (S)"qC en I'a Z(R') = (S)” =13
7Zet nu op R! de I'-adische topologle. Wegens lemma 1.14
volstaat het te bewljzen dat (8)° 15 in J(Z(R')) zit . Als
we nog een beetge kommutatieve ringtheorie kennen, dan weten
we dat het volstaat te bewljzen dat voor alle j in (S) :
1 + j omkeerbaar in Z(R') en dit is trivisal. We hebben dus
2l bewezen dat R! met de I'-adische topologie een Zariski

7 .C.~ring is.Nu moeten we de kompleties nog aan elkaar ge-
1ijk praten.Dit volgt direkt uit R/TV = 8™ R/S I en dit
volgt uit : (1+i)7 1r + (1+1)7 =13 =T .
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(1.17) Deze Zariskificatie heeft een plezierige universele
eigenschap : ledere kontinué& ringmorfisme van R naar een
Zariski Z.C.-ring A kan gelift worden tot R' :

Dit volgt uit het feit dat £(I?) ¢ J < J(4) voor zekere n
(op A staat de J-adische topologie) en dus (1) J(A) en
alle f(s) met s in S worden dus omkeerbasr in A.klaar!
(1.18) Zij R een Z.C.-ring,I een ideaal van R en R' = K (R),
verder P in Spec{(R): P omvat I , P! = KI(P) dan @

stelling

Qg P(R) en Qp,_ P'(R ) zijn analytlsch 1somorf
i.e. als lokale ringen hebben ze zelfde kompleties

bewi js
7Zij p = Pa C ,p is dus open in de i-adische topologie in C,
K, (p) = K, (C)p = p! is dus open en priem in K, (C) en verder

,n. Als we nu beide kan-

hebben we voor slle n : C/p = C'/p
ten lokaliseren naar p/p respectievelijk p /p’n dan krij-
gen we 3 )

(A7 (0) = Qgr_p (61) /2™, g (01)

“C-p
waaruit dus 3 Km(QC (¢)) = m’(QC'—p'(C'>) waarin m =
pQg_,(C) en m! =p Qc= {Ch).

Stelling (1.7) maaskt wederom het bewljs af !

opmerking : wanneer we over de kompletie ven een lokale
ring spreken bedoelen we natuurlijk de M-adische,met M

het uniek maximaal ideasal.
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II.2 : FORMELE EN ANDERE VEZWLS VAN Z.C. ~RINGEN

(2.1) In deze paragraaf willen we Grothendieck's theorie

van vezels en formele vezels uitbreiden tot Z.C.~ringen.

(2.2) lemma

£ : R-»>S extentie,A < R multiplikatief gesloten en vol-
doet aan de Ore-voorwaarden in R, dan is £(A) multiplika-
tief gesloten en voldoet aan de Ore-voorwaarden in S.

bewl]js
Dat f(4A) multiplikatief gesloten is zal de lezer voor niet
al te grote problemen stellen.Rest de Ore-voorwaarde 3
Zij s in S en a in A, we moeten nu een s! in S en een a' in
A vinden : s'f(a) = f(a')s.Wegens de extentie kunnen we s
schrijven als s = c1f(r1) 4 eee F cnf(rn), met ¢; in ZR(S).
We vervolgen nu per induktie op n :
n=41¢:s=cf(r), Avoldoet aan de Ore-voorwaarden in R
en dus bestaan er vt in Ren a!' in A : r'a = alr . Stel nu
st = ¢f{r') en dan 2zijn we klaar. ,
Stel nu dat we het bewezen hebben voor n—1 en 213 s weer @
s = c,f(ry) + oo+ C oflry) 5 8y = ¢y £(r,) + eee + Cp £l _4)
Bij 1nduktle vinden we nu een s% in S en een a' in A met :
’f(a) f(a')s . Dan passen we nog eens de Ore-voorwaar-
den in R toe om een r! in R en een a" in A te Vlnden met

n
rla = a“(a'rn) en dan krijgen we tenslotte :

f(avat)s

il

f{a")f(at)s, +>cnf(a”a‘rn)

f(a")s'f(a) +C f(r’a)'

i

(f(a")s' +C f(P'))f(a)

En omdat A mult1p11kat1ef gesloten is 213n we klaar !

(2.3) Effe een opmerking tussendoor over de priemen van Z.C.
ringen zoals bewezen door F.V.0. in "Localization of FBN" en
in "Zariski Central Rings" 3 Teder P in Spec(R) is "classi-

cal" ,dwz. P voldoet aan de 1inks Artin-Rees voorwaarden en

4t




G(P) = {i in R ¢ ri in P dan » in P} voldoet aan de Ore-

voorwaarden in R.

(2.4) Zij nu R een Z.C.-ring en f 3 R—s S5 een extentie.
Dan hebben we een kontinué& afbeelding tussen de spectra :

8p 3 Spec(S)—-> Spec(R)

Neem nu P in Spec(R),dan zouden we af°1(P)\graag de struk- ‘Kl

/

tuur van een schema geven : de vezel van [ in P .

¢

G(P) is mult1pllkat1ef gesloten en voldoet aan de Ore=- .
voorwaarden in R, dus is T = f(G(P)) multiplikatief ge~

sloten en voldoet asn de Ore-voorwaarden in 3 (2.2) .We
kunnen dus ki jken naar devolgende ring :

=7 1s/ 7 Tsr(P)

(2.5) stelling

Er bestaab een kanonieke bijektie tussen
(22)~1(P) en Spec(A)

bewilis

Priemidealen van A zijn afkomstig van priemen in S boven
Sf(P),i.e. priemen van A zijn van de vorm QA met Q in
Spec(S) en P £ Q).

Als P =T 1(Q) dan is QA in Spec(A) , er rest ons dus nog

te bewijzen dat als P‘? £ 1(Q) dan ¢ AQ = A .

£=1(q) zit in Spec(R) en dan gebruiken we de Zariski-cen-
traliteit om een ¢ in ¢ te vinden zodat : ¢ in Q-P . Nu
zit ¢ in G(P) (immers als rc in P zit,dan ook rcR = TReC in
P en vermits ¢ niet in P zit moet dus r in P zijn).

Dus f{e) zit in T en in Q waaruit het gestelde volgt.

(2.6) Nog even een geheugenopfrissertje over lokalisatie
van Z.C. = ringen :

(P) (¢(P))" 'R is een lokale ring met maximaal ideaal
QR P(P) = (6(P))" TP en het kwoti&nt : Qp p(R)/Qg_p(P) =
Qp- D(R/P) = Q. (R/P) is wegens de stelling van Goldie EETZI
pel Artlns (we hebben dus loksasle ringen & la Goldie)
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Nu hebben we natuurlijk :
o= -1 _ -1 oy=1p _ ,
A= T '8/T° 'SE(P) = S@R g(P)T'R/G(P) P = S @p ch(R/P)

Merk de ontroerende overeenkomst met het kommutatieve ge-
val op : wanneer f : R—=>35 een ringmorfisme 1s tussen
kommutatieve ringen,dan is de vezel van £ in een priem P 3
S ®g Q(R/P) met Q(R/P) het breukenlichaam van R/P !

(2.6) een belangrijk voorbeeld

Zij R een Z,C.-ring en f het kanonieke morfisme van R in
RET15..;,Tn3 , dan is de vezel van f in een P van Spec(R)
gelijk aan @ QCI(R/P)[T1,...,Tn] JHet centrum van deze ve-
zel is Q(Z(R/P))ET1,...,Tn] ecen e.v. algebra over de vezel
van de afbeelding C naar CETq,.,.,Tn]in Pn ¢ :Q(C/p)[T1,..,Tn]
(2.7) definitie

7ij R een lokale Z.C.-ring met maximaal ideaal M,

de vezels van het kanonieke morfisme R —> KM(R)

noemen we de formele vezels van R

Zij R een willekeurige 7.C.-ring en P priem in R ,
de formele vezels van R in P zijn de formele vezels

van de lokale Z.C.-ring QR_P(R)

(2.8) Laat ons nu de formele vezels van een lokale Z.C.-ring
R met maximaal ideaal I berekenen

de formele vezel van R in P is gelijk aan
(R/P) = K, (C) @ R ®p Qup (R/P)

K, (C) ®; Qu(R/P)

Ky(R) @ Q

i

cl

]

Waarin m natuurlijk het unieke maximale ideaal van C is 3
m = Mn ¢ . Het centrum van deze vezel 1s 3

K (0) @y QZ(R/?))

wederom een e.v. algebra over Km(C)<®C Q(C/p) de formele
vezel van C in p = PnC &

Uit voorbeeld (2.6) en bovenstaande berekening volgt dat de
vezels van een Z.C.-ring in een priem P zodat ¢ Z(R/P) = C/p
bijzonder prettig zijn : hun centrum is juist de korrespon-




derende vezel van het centrum.
Jammer genoeg hebben Zariski-centraal ringen i.h.a. deze

- eigenschap niet voor alle priemen,een bron van troubles 3

(2. 9) Z.C.~ringen hebben ook minder goede kanten ¢ zo0 is
de klasse niet gesloten onder tensorprodukten , zelfs een
centraal trancendent elementje toevoegen geeft al problemen:

tegenvoorbeeld : R Zariski-centraal en R[T] niet Zariski-

centraal (fvo)

Neem de getWLSte polynoomring G[X,-] waar - de toevoeging

voorstelt,dus : iX = -Xi ., Het centrum ervan is B[ij en
¢{X,-] is dus dundellgk Z.C. want I wordt voortgebracht

door I NnC. Bekijk nu de ring C[X ~-J{T]} ,deze heeft centrum

R{X ,T:).Het'zal volstaan een priemideaal in B[X ,T] te vin-
den dat opsplitst is ¢[X,-1[Tl:

 Neem (X2,1+T2) in SpecGREXZ,TJ),hier liggen twee priemen bo-

ven ¢ (X,i+T) en (X,i-T) ! ‘

(2.10) We gaan onze vezel-theorie nu loslaten op dit pro-
bleem om te zien wat er precies misgaat en om dan nodige
voorwaarden op te leggen opdat R[T] toch Z.C. zou zijn 3
Omdat Riﬁﬂ e.V. is over zijn centrum is Z.C. equivalent met
‘unigue lying over! eigenschap (Z.Co i8 hier e.v., over cen-
trum Zariski-Centraal,dus niet noodzakelijk faithful).Stel
dat we volgende situatie hebben :

spec(Rr [TY) s Spec(R) P
I

i

spec(c[r]) : Spec(C) !
Q \ a

Met P en P! boven eenzelfde centraal priemideaal : Q , om-
dat R Zariski-centraal is hebben we natuurlijk : PAR =

P'a R = p. Dit spoort ons natuurlijk aan te gaan kijken naar
de vezel van de kanonieke afbeelding R —s R[T] in p .

Deze is wegens voorbeeld (2.6) gelijk aan ch(R/P)EE]. Nu
weten we dat Q,,(R/P) een simpel Artinse ring is en dan is
ch(R/P)[T],Zariskiécentraal en heeft dus 'unique lying over!
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over zijn centrum 3 Q(Z(R/P)){Ti . Verder is de vezel van
het kanonieke morfisme C— C[T} in g gelijk aan Q(C/q)[T].
Samenvattend hebben we volgende situatie 3

)" N(p) « 1-1 SpeC(ch(R/P)E'PJ)
1‘ 1-1

spec{Q(Z(R/P)LT])

(%)~ (q) -1 > Spec(Q(c/PnC)[T])

Het opsplisen van priemen kan dus enkel gebeuren in de over-
gang : Q(C/q) [T} - Q(Z(R/P))(T] .Het grappige hiervan is dat
we de studie van Spec(R[T]) op het klassieke kommutatieve
probieem : hoe splitsen polynomen in eindige lichaamsuit~
breidingen ? hebben herleid ‘

Omdat er in een echte lichaamsuitbreiding wel altijd irredu-
ciebele polynomen reduciebel zullen worden hebben we dus
volgende stelling bewezen 3

(2.11) stelling

R e.v. Zariski-centraal,equivalent 3
1. R[T] is Zariski-centraal
2. Voor alle P in Spec(R):Z(R/P) = C/PnC

(2.12) Nu kunnen we natuurlijk de klasse beschouwen die
- voldoet aan (2.11) en opnieuw vragen of deze klasse ge-
sloten is onder tensorprodukten.

Een ander probleem is of er wel zo'n Zariski-cen-
traal ringen bestaan die niet Azumsya zijn.

(2.1%) Analoge redeneringen kunnen we opbouwen voor een
grotere klasse van ringen (bvb. birationale extenties)

om na te gaan of de priemen in het'"goede open deel" split-
sen.Verder is het zowieso nuttig om met vezels te werken

om meer vat te krijgen op priemen in extenties.




I1.% : FORMELE SPECTRA

(%.1) Hoewel we waarschijnlijk EGA,T,10 13chémas formels"
zonder al teveel moeite kunnen veralgemenen tot het Z.C.-
geval,zullen we ons hier beperken tot de definitie en en-

kele olementaire stellingen.

(3.2) Zij R een komplete Z.C.-ring in de I-adische topolo-
gie.Spec(R/I) is natuurlijk bijektief met V(I) in Spec(R),
de verzameling van de open priemen in R, voor alle n geldt
natuurlijk : Spec(R/I) = Spec(R/In) = Spec(R/R(In C)) = X.
Noteer verder voor alle n : ()n is de struktuurschoof van
R/I® boven X.Als n groter is dan m dan krijgen we een epi-
morfisme (en dus extentie): R/I% —» R/I™ en een morfisme
' van geringde ruimten (cfr. A.Verschoren : "les extensions

o n
duidelijk dat dit een projektief systeem is van geringde

et les schémas non-commutatifs®) & ub : O_-—> 0, -Het is

ruimten.De topologie op X laat een basis toe bestaande uit
quasi-kompakte opens en dus (REGA,0.3.9.1) kunnen we aan el-
ke O een schoof van topoclogisch pseudo-diskrete ringen as-
sociéren die we nog steeds O noteren.Neem nu OX ¢ de schoof
van topologische ringen boven X die de projektieve limiet 1s
van (On)n Voor iedere qua31—kompakte open U van X krijgen
we (EGA,0.3.2.6) 3 s(U,OX) = i&@ s(U,On),

(3.3) definitie

(X’OX) noteren we Spf(R) en noemen we het formele

spectrum van de volledige ring R.

(3.4) stelling

Als (X, Oy ) = Spf(R) voor een volledige Z.C.-
ring dan is s(X, O } topologisch iso met R

bewi is
Omdat X gesloten is in Spec(R) is het dus quasi—kompakt.
en dus hebben we : (3.2) S(X,OX) = 1lim s{(X,0_)

, . s n




Nu is s(X,On) natuurli jk R/I® en omdat R volledig was

zijn we klaar !

(3.5) stelling

Zij‘(X,Ox) = Spf(R) voor een volledige Z.C.-ring,dan bestaan
er voldoende veel idealen J in R : als Y(J) = X(J)N X dan is
(¥(J) , OXIY(J)) isomorf met Spf(QJ(R))

bewi js

Onder "voldoende veel! bedoelen we natuurlijk dat de Y(J)
een basis voor X vormen.Omdat R Z.C.-ring is weten we dat
Spec(R) een basis X(J) heeft van geometrische opens (cfr.
FVO,1lnm 444 voor bewijs en definitie).Zij R volledig in de
J-adische topologie en X(J) geometrisch open.QJ(R/I) =
QJ(R)/QJ(I) = QJ(R)/QJ(R)j(I) éen dus identificeert de topo-
logische ruimte Spf(QJ(R)) zich met Y{(J).zZij nu U een kwasi-
compakte open in X bevat in Y(J),dan zijn de sekties van

On boven U gelijk asn de sekties van de struktuurschoof 3
Spec(QJ(R)/QJ(R)j(In))”boven U en als we dus Spf(QJ(R)) ne-
men dan vallen de sekties hiervan boven U samen met de sek-

ties van Oy boven U.

arenaweide

grote geesten houden van open ruimtes
kleine geesten bouwen ze vol

ugh!

g
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bij wijze van verontschuldiging (4)

T

Tn hun bestseller "reflectors and localization - application
to sheaf theory" toonden F. Van Oystaeyen en A. Verschoren
san dat vele geringde ruimten in feite lokalizaties zijn in
schoof- en preschoof Moduulkategorieén.

Kadat F. Van Oystaeyen in "On Graded Rings and Modules of
Quotients" de lokalizatietheorle in gegradeerde moduul-kate-
goriedn uitgewerkt had , lag de weg vrij om hét reflector-
werk lichtjes te veralgemenen teneinde ook Proj(=) als een
lokalizatiefunktor op te vatten, o
We vertrekken nu van een (pre)schoof van gegradeerde ringen
en we bekijken nu lokalizaties in de Grothendieck-kategorie
van de gegradeerde Modulen hierover.De resultaten uit "re-
flectors™ krijgen we terug door de ring-schoof triviaal te
graderen.Deze veralgemening stelde ons voor geen al te zwa-
re problemen,de meeste bewljzen konden mits kleine wijzigin-
gen {(meestal werken met homogene elementen,gegradeerde ide-
alen,enz.) overgenomen worden.,

Slechts enkele bewljsjes vroegen een radikaal andere aanpak,
zoals het kiezen van andere generatoren enzo,verder bleef

de kreativiteit van de schrijver beperkt tot het vinden van
de juiste definities,de beste afkortingen,enz.

Fen roubine-klus dus,die desalniettemin vrij nuttig was om-

dat ze me vertrouwd maakte met gegradeerde toestanden en mij




immuniseerde tegen doorgeflipte abstraktie.

1. GECRADEERDE RINGEN _EN _MODULEN - RINGTHEORETISCH

(1.1) definitie
Fen ring R noemen we gegradeerd (van type Z) als R

additieve deelgroepen R; (i inZ) heeft zodat :
R=@R; en RiRj<: Ri+j .

Hieruit volgt natuurlijk dat 1 in R, zit en dat Ry een

deelring van R is.

{1.2) voorbeelden

1) TIedere ring kan beschouwd worden als een gegradeerde
door de Eggggggg_ggadatie : R, = R en Ri = 0 voor i # 0.

‘ az8k=2 0

1I)Zij R een ring en f:R-—>R een injektief ringmorfisme.
De ring der getwiste polynomen S = R[X,f] is een gegra-
deerde ring : S5; = 0 als i £ 0, S, =4aX*,a in R} als

i2> 0.

i

(1.3) definitie ;
7ij R een gegradeerde ring en M in R-mod.M heet
ceoradeerd als er additieve deelgroepen Mi zijn ¢

M= @ My oen RyM, <My

Y

+

s

{1.4) De elementen van h(R) =UR, en h(M) = UM, noemen we
de homogene elementen van‘R,resp; M, Als m#0 in M dan
noemen we m een homogeen element van graad i en wé‘schrij—
ven deg(m)=1.Elk niet-nul element kunnen we op unieke wi j-

ze schrijven als een eindige som van homogene elementen,

(1.5) 2ij ¥ een gegradeerd R-moduul.FBen deelmoduul N ven

.5
H

M noemen we een gegradeerd deelmoduul als N =@ ¥ N M, .
(1.6) ¥We beschouwen nu twee links gegradeerde R-modulen.
Ten moduulmorfisme £: ¥— N noemen we sen morfisme van

> (ONR] : J YA YR 3 $ 4y
graad p als i(bﬁ/ = PR HOAR(M,A)D is de verzameling

L

van glle R-moduulmorfismen van graad D. HOMQ(M,N) is de
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unie van alle HOMR(M;N)D,Ket is tenduideli jkste een ge-

£

gradeerde abelse groep.

(1.7) e willen nu de kategorie R-gr introduceren.Als
obgekten heeft deze kategorie de gegradeerde links=R-
modulen en verder geldt voor M,N in R-gr : Homp gr(h,N)-
- HOMp H,N)O
een abelse kategorle is die voldoet aan de axioma's Ab3,

Ab4 Ab3 en Ab4 ,zelfs Ab5 ,Kortom,R-gr is een Grothen-

Het is niet al te moeilijk na te gaan dat dit

dieck-kategorie.

(1.8) Gabri&l-Popescu fans als we zijn,zijn we in hoge
mate geinteresseerd in de generator van R-gr,.Laat op

Regr funktoren T, gedeflnleerd zijn els volgt ¢
T, (0, = Mp+i.Fet is duidelijk dat T een kategorie-equi-
valentie definieert en verder dat :

1) T =T

n+m
o
2) T T oT_p= Id.
3) UpT, = U

‘Wear U de funktor is van R-gr naar R-mod die aan elk ge-

gradeerd links moduul M het korresponderende ongegradenr-/

de links moduul toevoegt Om onze notaties enigzins te
verlichten noteren we : T (M) = M(n) en U(M) = ¥ .De be-

b 3
wuste generator van R-gr is nu @ R{n) .

{2.1) Zij X een willekeurige topologische ruimte.Alle
beschouwde pre-schoven zullen gedefini&erd worden boven
X,tenzij uitdrukkeli jk anders vermeld.

(2.2) Ben (pre)schoof R van ringen noemen we gegradeerd

als voor alle U open in X : R(U) is een gegradeerde
ring en als verder de re%trlktlerlnghomomorflsmen Rg
met V< U open in X zo zijn dat R (R(U) ) R(V;r
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{2.3) Een (pre)schoof van abelse groepen M noemen we
een gegradeerd links (pre) R-Moduul als voor iedere U

open in X, M{U) een gegradeerd links R{U)-moduul is en
" als alle restriktiehomomorfismen M% met V¢ U opens in

U Uyar -
X, semilineair zijn tov. Ry en zodat MV(M(U)n)C_ M(v)

Een gegradeerd links (pre) Ideaal van R is een deelschoof
(resp. preschoof) van R zodat die eveneens een gegradeerd
1inks R-Moduul is.In het vervolg zullen we het prefix

"links™ meéstal weglatene.

De nulschoof noteren we tenslotte : O

(2.4) gs(R) is de kategorie der links gegradeerde R-Modu-
. . . W . .
len en met morfismen f : M-» N zodat £{U) in HomR(U)—gr(
M(U),N(U)) is,voor alle U opens in X.

gp(R) is de kategorie der links gegradeerde pre-
R-Modulen en met morfismen die aan dezelfde voorwaarden

voldoene.

(2.5) merk verder op dat elke (pre)schoof van gegradeerde
ringen R natuurlijk eveneens kan opgevet worden als een
(pre)schoof van ringen.R aldus opgevat noteren we R .
p(R) en s(R) zijn dan de kategorie&én der links R-pre,
resp.R-Modulen.{& la V"reflectors and lokalization")

(2.6) omgekeerd kunnen we natuurli jk ledere {pre)schoof
van ringen S opvatten als een preschoof van gegradeerde
ringen door iedere S{U) de triviale gradatie te geven.

In dit geval is natuurlijk: ep(S) = p(8) , gs(S) = s(s).
"Alle stelllngen die we zullen afleiden over gegradeerde

Ringen en Modulen hebben dus on@egradeerﬁe gevolgen die

we steeds in de notatie met S pullen vermelden,S pegradeerd

gls hisrboven.

(2.7) stelling

gp(R) is een Grothendieck-kategorie en gs(R) is een
strikte Giraud-deelkategorie van gp{(R)
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bewi is
- Omdat R-gr een Grothendieck-kategorie is is dit een
biizonder geval van stelling 1.5.5.

gevolg

S een (pre)schoof van ringen dan geldt: _
p(8) is een Grothendieck-kategorie en s(8) is een
Girsud-deelkategorie van p(S). ~

(2.8) Een globale sektie s in R(X) bepaald een Punt s°
van R als volgt :

U open in X , dan is s°(U) R%(s) . Als VC U opens
zijn 1n X, dan P°1dt :
RV(S (V) = B (RU(s>) Ry(s) = s°(V)

Het 1is dus duldellJK dat s° een preschoof van verzame-

H

lingen is.Zij s° een Punt van R dan noteren we s° in R.

(2. 9) Produkten en sommen ven Punten defini&ren we "sek-
t1eaew1}s" Omdat de restriktieshomomorfismen ringmorfis-
men zijn,zljn produkten en sommen van Punten, Punten.

Op enzloge wijze kunnen we Punten van gegradeerde (pre)

R-Modulen defini&ren en skalaire vermenigvuldiging van

runten.

(2.10) De verzameling Punten van een M in gp(R) vormt
een slappe preschoof PM :

PM{T) ={.x in M{U) :3 v in M{X) : VA(y) =‘x}

PM is de grootste slappe preschoof in M.

(2.11) stelling

1. PR is een preschoof van gegradeerde ringen
2. ¥ in op(R) dan is PM in gp(PR)

bewi is
1. We moeten enkel nagéan dat DR(U) een gegradeerde ring
igs PR{V) = im { Rﬁ’R(Y))) = in(RM® R(X).))

Ry
= @ im(RG(R(X) D).




verder worden de goede voorwaarden op de restriktie-
morfismen gefrfd van de Rg.

2.tnalocog.

gevolg

S een (pre)schoof van ringen,! in p(3)
dan is PM in p(PS).

(2.12) 7ij I een gegradeerd links (pre) Ideaal van R en
s° een homogeen Punt in R (i.e. s in h(R(X)) ) ,dan:
(T:s°)(U) = =x in R(U) : xs°(U) in I(U)

;(2‘13) stelling

ormt————————————"

in de situatie van 2,12 geldt
1, (I:s°) is een gegradeerd links pre-Ideaal

2, Als R een schoof is,dan (I:5°) een gegradeerd Ideaal

bewi is ] : ,

4, Zij U open in X.En x in (I:s°)(U) dan geldt :

h : .

RY(xs°(U)) in RU(I(U)) = Io(I(V)) < I(V).Anderzijds geldt:

. 3
Rg(xs°(U\) = “V(XRA(S)) .g(x)Ré(s)/=.Rg(x)s°(V) en dus
g tot een morfisme (I:s°){U)— {I:s5°){V) die van

(I:5°) een pre R-moduul maakt.Verder geldt natuurlijk da-

beperkt R

delijk dat (I:s°){(U) een gegradeerd R(U)-moduul is.De res-
triktiemorfismen zijn ook graadbehoudend vermits alle Rg
het zijn. ” | ‘

2. Veronderstel nu dat R en I schoven zijn.Neem U open in

X en U een open overdekking van U. Noteer met hi sTESP.
nij ds restriktiemorfismen Rgi resp. joﬁ'U JYVermits zowel
I als (I:s°) deelschoven van R zijn zal het geen verwarring
zaaien als we beide restriktiemorfismen asnduiden met het-
‘zelfde symbool.Stel dat we voor alle i een Xs in (I: s°)(U )
hebben zodat voor alle i en J : 1 (x Y = h3 (x}) .Omdat R
een schoof is bestaat er een X in R(U) zoaat h {x)
Beschouw nu xs°(U)’dan hi(xs°(U)) = hi(x)hl(s°(U))

SO(Ui) = 25 in I(Ui).De keuze der Xy impliceert dat

.'X.i °

5%




hy

d

(z ) (z ) en omdat I een schoof is bestaat er

[l e
0 e

een z in I(U) zodat h (z\ = z; .Het element xs°(U)-z
van R(U) wordt onder alle hi op O gemapt.Werens de gese-
pareerdheid volgt hieruit : z = xs°(U) en dus x in

(I:5°)(U) en we zijn klaar.

gevolg

I een pre Ideaal van S een preschoof van ringen.Dan:
4. {I:s°) is een pre Ideaal van S voor alle s° in P8

5. 8 een schoof dan is (I:s®) een Ideaal.

3,1) Zij € een Grothendieck-kategorie.Een funktor

(3.1) Zi
k: C C noemen we een kernfunktor in ¢ als

4, k is een subfunktor van de identiteit
2. k is links-exact
3, k{M/k(})) = 0 voor alle M in C

(%.2) R-gr is een CGrothendieck kategorie en dus kunnen
we kiijken nasr alle kernfunktoren zoals in (%3.1).Deze ver-
zameling noteren we R=-gker.De interessante kernfunktors

in R-gr zullen die zijn die niet veranderen als we de orde
op triviale wijze veranderen.ien kernfunktor k in R-gker
noemen we dus star als k(M(n)) = k(1) {n).De verzameling

der starre kernfunktoren in R-gr noteren we R-sker.In

"On Graded Rings and Modules of Quotients" heeft F.Van
Oystaeyen deze starre kernfunktoren onderzocht.lie vermelden

één stelling :

{3,%) stelling

Er bestast een blgektleve kowresponaentve tussen starre

yernfunktoren in R-gr en oegradeerde filters in R.

Ten gegradeerde filter in R is een verzameling regradeerde

1inks~ideslen van R die voldoen aan @
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in L is en J een gegradeerd links ideaal
: T J dan is ook J in L

en J in L zijn dan ook IN J

in T zit en x in h(R) dan (I:x) in L

in L zit en (J:x) in L voor alle X in h(I)

L

Als
van
Als
Als.
Als

*4) A
dan ook J in L

o~ ~~
i "z
—

S

co . 8o .e

q Y

7ij k nu in R-sker en L(k) de bijhorende gegradeerde fil-
ter dan geldt voor alle M in R-gr @
(i) ={m in ¥ 37T in L(k) : In = O]

A A A L Y e T e e e e e e o T I s R

(4.1) met gp(R)-Ker noteren we de verzameling van alle

kernfunktoren in gp(R) & la (3.1)

(4.2) definitie
Fen kernfunktor X in gp(R)-Ker noemen we star
als voor alle M in gp(R) : K(M)(Uln)= K(M{n))(U)

voor alle U open in X.

Het is natuurlijk duidelijk dat we met M(n) de preschoof
M(n){(U) = M(U)(n) bedoelen.

De verzameling van de sterre kernfunktoren in gp(R) no-
teren we met gp(R)-Sker.

Merk tenslotte op dat als S triviaal gegradeerd is dat
dan p(S)—Ker = gp(8)-Ker = gp(S)-Sker = p(S)=-Sker .

(4.%) We willen nu kernfunktoren in gp(R) bekijkenvdie
lokaal beschreven kunnen worden als gegradeerde kern-
funktoren in moduul-kategorieén a la paragraaf 3:

Voor elke U open in X geven we een kernfunktor K(U) in
R(U)-sker .Voor alle V < U opens in X zijn volgende voor-

waarden voldaan 3
(Lq) Stel My in R(U)=-gr en My in R(V)-gg en f:M;— My

een semilineaire afbeelding tov. Ry ,dan 1s volgend

6C




diagram kommutatief 3

K(U) (1) - - K(V)(MV)
l res
‘ £
MU > MV
(LZ) Stel My en M in R(U)-gr , gy in Homp yy._ gr(MU’Mr)g’

en My en Ml in R(V)=-gr , gy in nOmR(V) r(MV,MV) .
Zij verder f1 en f2 graadbehoudende semlllnealre af'-
beeldingen tov, Rg zodat volgend diagram kommutatief is:

MU i - LKMV
B
gy By
| 2
VT - H
T.U > M v

dan is ook volgend diagram kommutatief:

K(U)(MU) > K(V) (M)
f
“1sres
k(U (gy)  K(V){gy)
f
2,res
x(U) (M) : - (V) (M)

(4.4) dexlﬂltle
Ten familie kernfunktoren K(U) waar U de opens in
X doorloopt die voldoet aan voorwaarden L1 en L2
noemen we een E9%Z§§§§§§§_19§§i§_§§§§§9§¥§92 in
gp(R)

We moeten nu eerst nagsan dat de familie K(U) wel degelijk.
een kernfunktor in gp{R) defini&erts

(4.5) stelling

Zij K(U) een famllle kernfunktoren gls in (4.3) die vol-

doen aan L, en L dan bestaat er een unieke starre kern-

A
funktor in gp(R) zodat voor alle M in gp(R) :K (M) (U)=K(U)M(T) .

e i
e




bewi js

7ij ¥ in gp(R). Als we in (L1) £ = Hg stellen dan heb-
ben we een preschoof K{(M) gedefini&erd die aan iedere

U open in X toevoegt : K(I)(U) = K(u){M(u)) .
Semilinesriteit van fres en het feit dat K(U) in R{(U)-
gker is impliceert dat K(M) in gp(R) is.

(LZ) laat zich dan vertalen in : K is een subfunktor van
de identiteit. '

Vermits sekties nemen over U ,open in X, een exacte funk-
tor is van gp(R)—» R(U)-gr volgt uit de links-exactheid
van K(U) voor alle U open in X de links-exactheid van K.
Verder geldt,natuurlijk eveneens M/K{(M) in gp(R) en we

hebben voor elke U open in X :

X (M/K(M)) () = K(U) (/K1) (T)
®{(T) (11(U) /E{U)H(U))
= O :

i

]

Er rest ons dus nog enkel de starheid van K te bewil jzen:

K(M(n))(U) = K(U)(M(n){(U))
= K(U)(M(U)(n))~
= (K(U)(M(U))}){n) (X{U) in R(U)-sker)
= {(K(¥))(n)(U)

g_yolg

7ij S ecen schoof van ringen.Als voor iedere U in Open(X)
sen kernfunktor K(U) in S(77)-ker gegeven wordt zodat de
"ongegradeerde™ voorwaarden L1 en L2 voldaan zijn dan be-

ataat er een unieke kernfunktor in p(S) zodat voor alle

M in p(S) geldt K(M)(U) = K(U)(¥(U))

(4.6) Een kernfunktor XK in gp(R)-Sker die gege?en wordt

door een familie X{(U) die voldoet aan L1 en Léknoemen we

dus een {(starre) gegradeerde lokale kernfunktor in go(R).

S o i B S 0 S o oD o S W A T VRS GRS S, e GAID S G400 WA TS BB B IR GNED CHR TS A S WAL B G TS e g s e ot

Een kernfunktor in p{(S)-Ker die gegeven wordt door een
familie X{(U) die voldoen a2an de ongegradeerde voorwaarden

L1 en LZ noemen we een lokglg kgrnfugkggg_ig_gi§l:
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(4.7) definitie

Een starre gegradeerde kernfunktor ¥ in gp(R)-Sker
noemen we lokaal in U ,U open in X, als voor alle
M,M! in gp(R) met M(U) = M'(U) geldt :

K(M)(U) = K(M')(U)

(4.8) stelling

K in gp(R)-Sker , equlvalent zi jn
1 K is een gegradeerde lokale kernfunktor

2., K is lokaal in iedere U open in X

bewijs‘

De implicatie 1. dan 2. is triviael . Om de omgekeerde im-
plikatie te bewljzen moeten we starre gegradeerde kernfunk-
toren K(U) in R(U)-sker konstru&ren voor iedere U open in

X zodanig dat voor alle M in gD(R) geldt: K(1)(U)= =K(U)M(T).
7ij MU in R(U)~-gr en stel K(U)M = K(M)(U) met M een ele-
ment in gp(R) zodat M(U) = [U Omdat K lokaal is geldt dat
de definitie niet afhangt van de keuze van M.

7313 verder (Rg)* de funktor van R(V)-gr nsar R(U)-gr door
restriktie van skalairen tov. Rg met V  U,opens in X.
‘Definider nu een preschool C(MU) als volgt @

Vy o | . |
c(MU)(V) = (RU),*(;»;U) als U V en C(My)(V) = O als utg V.
De restriktie afbeeldingen C(MU)§ voor W V ,opens,zijn:

(1) O-afbeeldingen als'Uéi W en
(2) ¢ (V) — C(I‘ ) (W)
rm ___q.R‘(I)m anders,

waarin rn = ? (r)m en R, (r)m/= R% u”(r)m 3

Het is duidelijk dat C(h )(U) = My en dat C(M Y in pg(R)

zit (restrlktleafbeeldlngep voldoen aan voorwaarde omdat

de R& ts eraan voldoen) en bijgevolg kunnen we C(MU) ge=-

bruiken voor de definitie van K(U).

Verder is het du1d°113k dat een morfisme NU——> N'U in
R(U)-gr een morfisme C(M ) —> C(M‘ ) in pg(R) induceert.

Daarom is het gemakxel13k na te gaan dat K(U) een sub-




funktor van de identiteit is .
Zij O—seM'y — My — M"U-—+ 0 exact in R(U)=gr dan zijn ook
volgende rij&n exact 3 ‘ )

B — C(M' ) —s (M) — C(H"y ) —= D - in pg(R)
0—-——+K(C(N' )) — K(c(M ))—«» K(C(2m4)) in pg(R)

0 K(C(M‘U))(U) ~.aI((C(MU))(U)——«»K(C(M"U))(U)in R(U)=-gr
0— (UM — K(U)M; — K(U)M"y in R(U)-gr
bijgevolg is K(U) links-exact.Verder geldt :

MU/K(U)MU = (c(MU)/K(c(MU)))(U)'en dus
K(U) (¥ /K(U)My) = K(C(MU)/K(C(MU)))(U)

0

Merk tenslotte op dat de starheid van K , starheid impli-
ceert voor alle K(U). ; klaar!

gevolg

K in p(s)-Ker , equivalent zijn :
1. K is een lokale kernfunktor in p(S)
2. K is loksal in iedere U open in X

(4.9) stelling

7il U gen open overdekking van X en lasat R de restriktie
ven R tot U zijn. Beschouw nu kernfunktoren (resp. star,
lokaal) K; 1n ap(R ) zodat voor alle M in gp(R) geldt 3

fij : K (MU N Uj)-> Kj(Ml 0N Uj)’ls een graadbehou-

dend isomorfisme zodat voor elk trippel (i,3.,k) :
£ip = fgkfug” dan bestaat er een kernfunktor (resp. star,

lokaal) in gp(R) zodat K(m) | U, = K, (M4 Uy ).

bewiw’s v

schooftheoretisch! Men gaat eerst K(M) defini&ren op een
basis van open delen met restriktieafbeeldingen komend van
de T, i3 o0 dasrna gaat men op elk open deel K{(M)(U) defi=-
nléren door projektieve limieten.Voor meer details cfr.
Grothendieck-Dieudonné EGA I .

(4.10) De verzameling ven alle gegradeerde lokale starre
kernfunktoren noteren we gp(R)-ILker.De lokale kernfunktoren
op p(8) met p(S)-Lker. 'y



5. VERBAND TUSSEN pg(R)-Lker en p(R)-Lker

(5.1) R is een preschoof van gegradeerde ringen.Iin deze
parapgraaf willen we informatie verkrijgen over gegradeerde
lokale kernfunktoren in gp(R) die afkomstig zijn van lo-
kale kernfunktoren op p(R) .Overeenkomstig afspraak (2.5)

zullen we wenneer we werken in p(R) dit aanduiden door . .

(5.2) definitie

Een lokale kernfunktor X in p(R)-Iker noemen we
gegradeerd als voor alle U open in X geldt :

L(K(U)) heeft een basis bestaande uit gegradeerde
1inks R(U)—idealen.

(5.3) stelling

—

X in p(R)-Lker gegradeerd,l in pg{R) dan :
1. K(11) is in gp(R)

2. M/K(¥) is in gp(R)

3. ¥— M/F(¥) is een morfisme in gp(R)

bewi js

1. Omdat de restriktiemorfismen van K(E) afkomstig zijn
van die van ¥ ziin ze graadbehoudend en hoeven we dus en-
kel te bewijzen dat voor alle U open in X geldt :
K(U)(u(U)) is een gegradeerd links R(U)-moduul . Neem m
in K(U)(1(U)) dan bestaat er een gegradeerd links R(U)-
ideasl L zodat Im = O .Schrijf num =§:mi“en L = @;Ih s
dan geldt voor alle 1 en n : ani = 0 en dus voor alle
it Imy = 0 en dus m, in K(U)(¥(U)) .Klaar!

2. en'3. volgen nu onmiddellijk uit 1.

(5.4) stelling

X in p(E)-Lker gegradeerd , dan induceert K een gegré—~
deerde lokale kernfunktor K in gp{R)-Lker zodat :
k(M) = X(¥) voor alle M in gp(R)

&




bewiis

Stel K(U)(M(U)) = K(U)(M(U)) . Vorige stelling bewijst
dat X(U) in R(U)-gker zit. K(U) is ook star vermits
M(U)(n) en M(n)(U) als R(U) modulen ismorf zijn en het
lokaal-zijn van K volgt uit het lokaal-zijn van K.

(5.5) Omgekeerd kunnen we natuurlijk aan iedere gegra-
“deerde lokale kernfunktor X in gp(R)-Lker een lokale
kernfunktor K in p(g)—Lkér toevoegen als volgt :

Neem U een open deel van ¥ . Vermits K(U) in R(U)-sker

ig is K(U) bepaald door een gegradeerde filter Lg(K(U))
‘van gegradeerde links R(U)-idealen (cfr. § 3).Laat nu
K(U) de kernfunktor in R(U)-ker zijn bepaald door de
£ilter links-R(U)-idealen L voortgebracht door Lg(K(U)).
Het is duidelijk dat X in p(R)-Lker zit en gegradeerd is.

" Het bovenstaande laat zich samenvatten in @

(5.6) stelling

Er is een 1-1 korrespondentie tussen gp(R)-Lker en de
gegradeerde (& la 5.2) kernfunktoren van p(R)-Lker.

bij wijze van verontschuldiging

Onmwille van zowel symetrie-~ als sympathiebverwegingen is
er in deze thesis haast enkel sprake van linkse’objekten.
Meer fascistolede typpetjes kunneh deze thesis natuurlijk
ook lezen , zij het dan in spiegelschrift. Waarvoor na-
tuurli jk andermaal mijn verontschuldigingen.




(6.1) We volgen in deze paragraaf F. Van Oystaeyen:en
A. Verschoren op de voet ("Reflectors and Lokalization").
Indien de lezer vertrouwd is met de abstrakte theorie
der lokalizatie in Grothendieck-kategorieé&n raden we hem/

haar aan over te springen naar S 7 .

(6.2) In deze paragfaaf zal C een Grothendieck-kategorie

zijn en K een kernfunktor (& la 3.1) in C . Een element

- — - - — - o =

indien K(M) = O .

(6.%) definitie
Een objekt E van C noemen we X - injektief als ieder

exact diagram :

0 » C! - C cH = 0
fl/g
met C" K-torsie vervolledigd kan worden door een mor-
fisme g : C—> E zodat gi = £ . Als dit op unieke

wijze kan , dan noemen we E trouw K-injektief.

(6;4)‘stelling'

eguivalent zijn @
1. B is K-injektief en K-torsie vrij

2. BE is trouw K~-injektief

1. dan 2. : beschouw volgend exact diagram
0 ——s Q! i C e C" ——= 0
e
' E

met C" K-torsie.Vermits E K-injektief is bestaat er min-
stens een g ¢ C—> B zodat gi = f .Stel nu dat g, en g,
zo zijn, dan volgt (gq—gz)i = 0 en dus faktorizeert g,-g,

(S




dus,er bestaat een morfisme h : C"—= E zodat g1—g2=hp.
Vermits nu C" X~-torsie is en E K-torsievrij geldt h = O
en dus g, = 8, -

2. dan 1. : beschouw volgend exact diagram 3

0 — K(E) —> K(E)'f—* 0

0
E.

met o de nul-afbeelding.Omdat K(E) K-torsie is bestaat er
dus een unieke uitbreiding van o tot K(E) ,en het moet
dus de nul-afbeelding zijn. Omdat het ook een monomorfis-
me moet zijn geldt dus : K(E) = 0 . klasar!

(6.5) stelling

zij O E! » B > BN ——= 0 een exacte'rij zodat
E K-injektief is en E" X-torsie dan is E' XK-injektief.

bewlis
Beschouw hetvolgende diagram met exacte rijén en een gegeven

morfisme f'

0 ——s E e E 2, E" .0
£ £ £
0 —s C! —=—> C gN —em O

met C" XK-torsie . f wordt verkregen door ¥=injektiviteit
van E en Y is het gefnduceerde guoti&nt-morfisme.Omdat

C"  K-torsie is en EM K-torsievrij geldt f* = O en f kan
dus gefaktoriseerd worden via E!' . We hebben dus een mor-
fisme f, ¢ C—> E!' met f = if1 . Men gast nu eenvoudig

1
na dat f1j = f!' en dus zijn we klaar.

(6,6) stelling

zij O— E! » 5 EW 0 een exacte rij zodat
E!' FK-injektief is , E" K-torsie en E K-torsievri] ,

dan is E isomorf met E' .

oy
~




bewi s

Reschouw volgend exact diagram :

N

— - > 5
11 x//// 3
.E'

K-injektiviteit geeft een morfisme j 3 ji = Tgr o j is

0

P Eﬁ . 0

I

uniek omdat E' ook K-torsievrij is.Verder kan men bewij-
zen dat i een essenti&el morfisme is (cfr. reflectors)

en dat j een monomorfisme is bijgevolg 3 E iso met E!' .

(6.7) De klasse van alle trouwe K-injektieve objekten van
C vormt een volle deelkategorie van C die we C(K) noteren
inklusie noteren we iK

vrij noemen we E in C(K) een E-injektief omhullende van G

—— o o e " G W U e’ S AN labee G NS GRSV WA WS FE WS D (S0 G SNE S S

: C(K)—= C . Voor een C K-torsie

sls C—> T ecen essenti&le extentie is zodat E K-injektief

is en E/C X=-torsie.

(6.8) stelling

Tedere C , K=-torsievrij , heeft een Op isomorfie
na unieke K-injektief omhullende : E.(C)

bewi]s
Laat E een injektief omhullende zijn van C in C (ait kean

omdat C een Grothendieck kategorie is) , dan is ook E
K-torsievrij.Beschouw nu de exacte rij

0 ¢ —2» B -2+ E/C—=0

en defini&er EK(C) als de pull-back van :

B (C) —— E
X

| P

¥(E/C) —— E/C
Men kan bewi jzen dat men EK(C) kan opvatten als deelob-
jekt van E en bijmevolg is dus EK(C) K-torsievrij. Boven-
dien is E/EK(C) isomorf met (E/C)Y/K(E/C) en dus is ook




E/EK(C) X-torsievrij . Pas nu stelling (6.5) toe op
‘ i — — R —i |
0 ——> ﬂK(C) B T/EK(C) 0

en bijgevolg is EK(C) K-injektief .Tenslotte is EK(C)/C
isomorf met K(E/C) en is dus K-torsie.

Rest ons nog de uniciteit asn te tonen, Stel E"‘1 en E'2
K-injektief omhullenden van C , dan is E'2 isomorf met

een deelobjekt E"2 van E‘1 dat C als deelobjekt bevat.

We kunnen nu stelling (6.6) toepassen om te besluiten :
E‘1 = E“Z = E'Z.Klaar!

(6.9) stelling

De inklusie-funktor iK : Q(K)~q> £ heeft een

1links~toegevoegde 2y

A\

bewi is ,

Defini&er voor C in C gK(C) =,EK(C/K(C)) . 8¢ is ten
duideli jkste een funktor van C naar C(K). Zij nu f een
morfisme C —> iK(D) met C in C en D in C(X). Omdat iK(D)
K-torsievri] 1s breidt £ zich uit tot een morfisme van
C/K(C) — iK(D) : £, .Vermits gKiK(D) trouw K-inijektief

4
is en QK(C)/(C/K(C)) K-torsie is kan f1 uitgebreid worden
tot een morfisme £ : gK(C)_—e gKiK(D) =D .Het is duide-
1ijk dat dit een isomorfisme definieert tussen

T v g : h - ’ > §
dOmQ(C,LK(D}) en HomQ(K)(gK(C),D).Daarom,klaax.

(6.10) Stel nu tenslotte Qp = ‘KQK
noemen we QK(C) tezamen met het kanonieke morfisme 3

. Voor iedere C in C

het ¢ -kwotiéntobjekt van C tov. K of nog anders de ge-
lokaliseerde van C tov., K.
Uit wat abstrakt geknoei met volle inbeddingen en links

toegevoegden ken men bewijzen :

Stelling

Qe is een links exacte endofunktor in C

Jo




7. LOKALIZATIE IN gp(R)

(7.1) We kunnen de abstrakte theorie van paragraaf 6 nu
toepassen op de Grothendieck-kategorie R-gr , R een ge-
gradeerde ring , en kijken naar de lokalizaties tov.
starre kernfunktoren in R-sker . Deze lokalizaties wer-
den bestudeerd door F. Van Oystaeyen in "On Graded Rings
and Modules of Quotients".

7ij k een starre kernfunktor in R-gr met geassoclieerde
gegradeerde filter Lg(k)‘. Het kwoti&nt-objekt van M in
R-gr, Q (¥),tov. de kernfunktor k wordt gegeven door :

Q€ (1) = 1im HOM,(L,M/k(¥))
i 2Oy .

waar de induktieve limiet genomen wordt over alle L in
rlnv is en dat voor alle M in P—gr geldt : QO(H) in
Qg(R)—gr. Verder is @“( ) een links-exacte funktor in
R-gr en voor alle M in R-gr geldt: Qg(H(ﬂ)) = Qg(v)(n) .

(7.2) In deze paragraaf zullen we steéds veronderstellen

dat R een slsppe preschoof van regradeerde ringen is.Alle
restriktiemorfismen RH ,met Ve U opens in X,zijn dus sur-
jektief .Zij nu kU
deerde filter L, (KU) dan zullen we met B (kU) de kerpfunk-

in M(U)—QKer met peas5001éerde gegra-

tor in R{(V)- sxer aanduiden geassoc1eerd met de gegradeer-
de filter voortgebracht door‘{RV(I : Ik&n Lg(kU)S

(7.3) stellihg

K in gp(R)-Lker dan geldt R (Y(U)) £ ¥{V) voor
alle V< U opens in X .

bewiis
tel in voorwaarde (L )+ M= MU‘= My enf = 1, dan volgt

(Y(U))(» ) < R(v)(n) .Klaar.

(7.4) definitie
men gegradeerde lokele kernfunktor XK in gp{(R)-Lker




reduceert R indien : ﬂer(R )c: K{U)Y(R(U)),voor

| - — - ——— it S

alle V< U opens in X.

(7.5) stelling

iomimtatv 4

K in gp(R)-Lker die R reduceert,dan geldt:

Qé(R) is een preschoof van gegradeerde ringen en de

rlngstruktuur van Og(R) ligt volkomen vast door zijn
gstruktuur als element van gp(q) Rovendien hebben we:
g = n3 T

bewljs

Het zal volstaan de laatste bewering te bewi jzen .Omdat
¥ R reduceert volgt dat K(U){R(U)) juist het inverse
beeld is van K(U)(R{V)) onder Rg. Omdat K lokasl is heb-
ben we : R (K(U)) ¢ XK(V) (vorige stelling) zijn de res-

triktiemorflsmen goed gedefini&erd en surjektief 3
R(T) /K(T) (R(U)) —=—s R(V) /K(V) (R(V))=R(V) /RI(K(T)) (R(T))

= WU
(R/E(R) )y _
R(V) /E(V) (R(V))
Dit betekent dus dat R/K(R) eveneens een slappe schoof
van gegradeerde ringen is en het kanonieke epimorfisme
JY : Re—=R/¥K(R) Depaalt een gegradeerde kernfunktor
J}K in gp(R/K(R))-Lker sls volgt (]VK)(L) = JK(U)K(U)
met JY{U) het kanonieke norfisme R(U) R(U) /K(UY(R(U)) .

Omdat K(V) > (K(U)) hebben we kanonieke gegradeerde
ringnorfismen : i (U)(R(U))——a» K(V)(p(v))

Deze morfismen breiden de (R/Y(R))[ uit.We hebben dus
bewezen dat O met Q(TU) = K(U)(R(L)) een schoof(pre) is

van gegradeerde ringen en tevens geldt G in gp(ﬁ).uoor ;
lokale observatie gaat de ervaren schooflloloog gemakke=-
1ijk na dat Q K-torsievrij is,K-injektief,en dat Q/(R/K(R))
K-torsie is.Uit dit alles en paragraaf 6 nog vers in de

gedachten weten we : Q = Q%(R).Klaar!

R




gevolg

7ij K een lokale kernfunktor in p(S) die S reduceert.
QK(S) is een Ring waarvan de struktuur bepaald wordt
door de S-Moduul struktuur,QK(S)(J) = QK(U)(S(U)) .

(7.6) stelling

K in gp{R)-Iker die R reduceert.M in gp(R),dan is
Trwy 3 & !
0Z(1) in go(QR(R)) en ap(1)(V) = Q (U)(mm)

bewi is

Het zal wederom volstsan de laabste bewering te bewijzen.
Noteer ZU(Y(U)) door X!'(U).7Zij Ve U opens in X en be-
schouw @ (U)(N(V)).Merk om te beginnen op dat de R(U)-
(gegradeerde)—moduul struktuur van QK(G)(P(V)) overgaat
00 een R(V)—moduulstruktuur via RV , immers stel r in

U L]
Ker RV en X in QK(U)(M( V)) dan geldt:

o s U o (X e g vl T —
r.x in Ker Ry . Op ) (M(V)) < K(U) (Q(qpy (4(V))) = 0O
Dus 1is OW )(N V)) een R(V) gegradeerd moduul dat K{(U)-

injektief is maar dan is heét ook Ki(U)=-inj ektief .8tel

dat we een exact diagram in R(V)-gr hebben :

Ommsm !> ¥ ——= N/K' —= 0
£ l -
A gy (V)
met N/N! K'(U)-torsie,dan is K/N! K(U)-torsie als gegra-
deerd R{U)-moduul .Dus kunnen we f uitbreiden tot een
morfisme ¢ in R(U)-gr.Maar omdat zowel N als Q§(U)(M(V))
in R(V)-gr zitten is g natuurlijk ook een morfisme in

R(V)—gr,”erk'verder op det:I(V)/K(U) (1{V) )=1(V) /K (V) (21(V)).

Omdat oy(b) (e(v)) /&(U) (11(V)) - K(U)- torsie is is het ook
K*(U)~-torsie als R(V)-moduul ,Bovendien is OK(U)(@(V))
K1(U)-torsievrij en dus krijgen we : K(U)(m(v)) =
Q%,(U>(M(V)).Het restriktiemorfisme Wg wordt dus uit-
gebreid tot een goed gedefinieerd morfisme :

0y 2 O gy (H(0)) —> o% (gy () =0y () (1(V) ) > cz,;“f;(v)'(w(v))

¥3



Men gaat gemakkelijk na dat Q met GQ(U) = Q%(U)(M(U))
en de hierboven gedefini&erde restriktiemorfismen een
preschoof van gegradeerde modulen is,die M/K(11)=M!
bevat .Verder is natuurlijk § K-torsie vrij en Q/mt
K-torsie.Om de K-injektiviteit te bewljzen kunnen we
weer lokazl gaan kijken.Uit dit alles volgt dus :

Q = Q}%(M) en klaar!

gevolg

7ij K een lokale kernfunktor in p(S) die S reduceert.

QK(M> is dan op natuurlijke wijze een QK(S)—Moduul voor
M i der ¢ D {(U) = T

2lle M in p(R).Verder : QK(L)(U) qK(U)(N(U))

r

(7.7) Zij K nu in gp(R)~-Lker dan weten we uit paragraaf
5 dat we met K een kernfunktor K uit p(R)-Lker kunnen
associ&ren die gegradeerd is. Uit het gevblg van voor-
gaande stelling weten we dat QK(E)(U) = QK(U)(E(U)).
Neem nu M in gp(R) , de vraag die iedere lezer die eni-
ge interesse voor wiskunde heeft zich nu spontaan stelt:

is er verband tussen Q%(M) en QK(Q) ?

(7.8) enkele afspraken

Voor het vervolg van deze paragraafl nemen we aan dat R
een slappe preschoof van positief gegradeerde ringen is.
K zol steeds een kernfunktor uit gp(R)-Lker en K de er-
mee geassociferde gegradeerde kernfunktor uit p(R)-Lker.
Verder is ¥ steeds in gp(R).

(7.9) Voor elke m in Z defini&ren we :

Nﬁ(M)(U) = { % in QK(U)(E(U)) : er is een gegradeerd links
T S LR T . I x T )
idea2l I in L(K(U)) = I, x (/R QD)L
voor alle n §
Men gast gemakkelljk na dat dit alles goed gedefini&erd is,

i.6, eenzelfde x kan niet in twee verschillende Nm’en zijn.




Tenslotte is,gQK(E) als volgt gedefiniferd :

gQE(E)(U) =@ N () (V)

(7.10) stelling

1. M in gp(R) dan ook gQK(g) in gp(R)

2. gQK(g) is een preschoof van gegradeerde ringen die
3/@(3) als gepradeerde deelring bevat.De ringstruk-
tuur van gQK(B) is uniek bepaald door z'n R -moduul-
struktuur.

%z, M in gp(R) dan : gQ, (M) in gn(g@ (R))

bewiis

1.) Het is duidelijk dat voor iedere U open in X 3
WK(V)(U) is een gegradeerd R(U)-moduul.Rest ons dus nog
te “bewijzen dat er geschikte restriktiemorfismen bestaan.
Voor alle V U,opens in X,hebben we volgende situatie:

1(0) /K(0) (E(T) ) e 2(V) /K (V) ((V))

f | \U‘ [

led v

O () (0 s Oy (H(VD)

Als we dus kunnen bewijzen dat OV‘ (M)(L))c: N, (”)(V)
dan zijn we klaar.,Zij x in ¥ (N)(U) dan besta«t er een
L in L(X(U)) : L gegrsdeerd en lJyzc: (e(0) /20 (20D,

v -s . U

Omdat © semi—llnealr is tov Ry krijgen we

by |
(L, %) = RULaNx) € aSGU/R(DE) < M) /K(VM(Y)

RS oY AN s R ¥ = == = n+m
Tenslotte volgt uit het lokael zijn van X datyﬂg(L) in
E(X(V)) zit en dus QU(x) in N (10)(V) Xlsar.

2.) Uit 1. volgt dat gQK(g) in gp(R) zit en verder is het
duidelijk dat het R/K(R) als gegradeerd deelModuul bevat
en zelf een R-deellModuul is van QK(g) . We moeten nu be-
wiizen dat gQK(E) = 20{R) een schoof van gegradeerde rin-
gen is.Zij U sen open in X en x in gQ(R) .y in gQ(R)
7i3j verder I,J gesradeerde links-idealen in EL(K(U)) zodat

‘;¥5




Ix < (R/A(DR)
3,7 < (R/E(UIR) 5

Indien (J:x) N I =0 dan is X(U) triviaal en zijn we klaar.,
Als I = (J:x)N I # 0 dan is er een h en een niet-nul ¢

in Lh Dan : cxy in Ih y'L_Rh+m+n.31)gevolg is thy Rh+m¢n

en dus xy in (gQ(R)) _, .
20-(R)(U) is dus een gegradeerde ring wasrvan de struktuur
vastllgt door de gegradeerde R{U)-moduulstruktuur.Uniciteit
van de Ring strukbuur volgt uit het feit dat gQK(E) een
deelring is van QK(g). -

3,) snaloog als in 2.

(7.11) stelling

Voor alle ¥ in gp(R) :
gy = M

bewijs
Voor iedere U open in X geldt :

Qg () (W) = L Hom( L, H/E(D) (D))

waar de induktieve limiet genomen wordt over alle L in
L(K(U)).x is in (ng(U)(T(U))) als en alleen als X ge=-
representeerd wordt door een gegradeerd morphisme van
gread m : m, ¥ L—> 1(U) /E(U) (M(U)) voor een gegradeerd
links ideaal L in K(U) dus in K(U) .We hebben dus :

<géz (1) (W), = Lim HOMG(L,k(U) /K(0) (H(U))),,

waar de Lnduktleve limiet genomen wordt over alle L in
L(K(U)).Pas nu stelling (5.4),(7.1),(7.6) en gevolg toe
om tot de konklusie te komen dat we klgar zijn.

(7.12) stelling “

7ij R een slappe preschoof van W081+1ef gegradeerde

Voetherse ringen dan geldt voor alle ¥ in gp(R):

oF () = (1)
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8., T-FUNKTOREN 1IN gn(R)'Lker

<(8.1) R is een slappe pre—schoof van positief gegra-
deerde ringen.K zal steeds in gp(R)-ILker zijn zodat
K R reduceert.

(8.2) stelling

eguivalent zijn :

1. Iedere M in gp(Q%(n)) is trouw K-injektief

2 QK( ) is exact en kommuteert met direkte sommen
3, Iedere M in gp(““(ﬁ)) is K=-torsie vrij

~bewid s
1. dan 2. : Beschouw volgende exacte rij in gp(R) :
O N o M e M/H ——= D (%)

Omdat Og( ) links-exsct is kunnen we Q%(”)/Q%(N) inbed~
den in ﬁ“(”/“) Als we erin slagen aan te tonen dat de
Ker(M/T-—%kg(M)/”g(h)) ¥-torgie is dan volgt hieruit
dat G?(M/W)Lz Q%(w)/Qk(“) omdat bij onderstelling :
““(”) / W(I) K-trouw injektief /

e hebben de exacte rii in gp(R) :

=

O —s K(M) —> K{(I7) —= K{(M/11)

Verder hebben we :

(?=€/K(I«€))/(N/K(ﬁ)) = M/¥ + K() = (u/1)/(K(7) /E(N))

n dus is Ker((P-T/K(N})/(N/K(N))-—-9»(?".’?.'/?.\1)‘/}{(3\‘?/1\7) isomorf

met K(i/1) /(X(1)/K(N)) en dus K-torsie .Dit impliceert:
20/ = QS C(/EGD) ) /(/K(T) )

en dus mogen we in (*) 7 K-torsievrij veronderstellen .
e krijgen bijgevolg een exacte rij in gp(R):

O —s ¥ A QRN —> 11 —= 0R(1) /AR(Y)
In omdat Qg(.) links exact is,oo0k ¢

0 — 1.0 eR(N/N — W/ — 0;’;()/’@(})

/\‘

#




en dus krijgen we een lngektle van Qg(M/N) in
Q?(“)/“D(“) omdat 0 = Q (V(\ kv( )/T) En blggevolg is
Qw( ) rechtq exact. Omdat wegens de veronderstelling

Og(h ) trouw K-injektief is en + QK( .)/+ H; K-torsie
‘krlagen we QY(@ .) = @QK(»i

5, dan 3. : Gegeven een exacte rij in R(U)-gr :

0 —> ML —> My My —= 0

Cebruik na de konstruktie van C(MU) in (4.8) om een ex-
acte rij te krijgen in gp(R) s

T —» 0(}) —> C(ly) — c(rt) —= D
Hierop Qi(.) loslatend krijgen we 3

E(c(iy))— o&(ci))—= T

0 —s 02(cOm))—> Q 1

uT,<-

Sekties nemen over U levert :

5 \___9, 0

g k] — T

0 —» O () ) —= O () (V) — % vy (48

Dit bewijst dat OY(U)( .) exact is voor alle U open in X.
Omdat C kommuteert met dlre tte sommen kan men op anszloge

wijze asntonen dat ook ¢ {.) met direkte sommen kom=-

K(U)
muteert .We krlgcen dus dat X(U) een T-funktor is in R(U)=-gr
voor alle U open in X.Neem nu ¥ in gp(@%(?)) dan is M(U)
K(U)(R(J)) ~-moduul en dus K(U){1M(U)) =

omdat K(U) een T-funktor is.Bijgevolg : X(1M) = 0.

een gesradeerd

Z, dan 1. ¢ Als ¥ in gD(Q (R)) K-torsie vrij is dan is

g 3 N~m>Q%(M) is een lngektlef morfisme in gp(Q; (R)) :
D — M —s Q2(¥) —s Q2(M)/j (1)—> T

Omdat nu ook nog QV(M)/J (¥) bij onderstelling K-torsie

vrij is volgt Qg(”) = M en M is dus trouw K—lngektlef.

gevolg

equivalent zijn 3

1. Tedere M in p(QK(S)) is trouw K-injektief

2 QF( ) is exact en kommuteert met direkte sommen
3, Iedere M in D(,K(S)) is K-torsie vri]




(8.3) definitie
Een K in gp(R)-Lker die R reduceert en aan de
equivalente eigenschappen van (8.2) voldoet noe-

men we een T-funktor in gp(R)-Lker

(8.4) stelling

K een T-funktor in gp{(R)-Lker,dan :
1, Voor alle I in L(K) : Q%(R)jK(I) = Q%(R)s Jg is
de kanonieke afbeelding : R-~9Q%(R)
2. De kanonieke inklusie i,: gp(R,ﬁ).4 gp(R) heeft
een rechts toegevoegde, gp(R,K) is de volle deel-
kategorie van alle trouwe K-injektieve obj.in gp(R)

bewi is

1. Omdat Q%(R)jK(I) in gp(Q%(R)) is,is het ook in gp(R,X)

wegens voorgaande Stelling. Dasrom is : Q%(R)jK(I) =
& (5 (1)) = Q}%(I} en omdat I in L(K) zit volgt natuurlijk
m QZ(1) = 0Z(R) .klaar.

2 Kafegbrie—Kletskoek

(8,5) stelling

eouivalent zijn :
1., K een T-funktor in gp{(R)-Iker
2, K(U) een T-funktor in R(U)-gr

voor alle U open in X

bewl is ;
Dat 1. ,2. impliceert hebben we reeds bewezen in (8.2).
De omgekeerde imolikatie volgt uit het feit dat de voor-

waarden van (8.2.2) lokaal voldasn zijn.

(8,6) Voorgaande stelling heeft enkele prettige gevolgen:
1.) ¥ T-funktor,dsn Q‘%(P‘{) = @%(p) ®, U |

2.) K T=funktor in gp(R)éLker als en glecht dan 2ls K

een T-funktor is in p(R)-Lker.
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9, GEGRADEERDE IDEMPOTENTE FILTERS

(9.1) Herinner dat s in R ,R een preschoof van gegra-
deerde ringen, noteert dan s een Punt van R is, i.e.
er bestaat een globale sektie x in R{X) : s(U) = R%(x)

voor alle U open in X.

(9.2) definitie
Een verzameling L bestaande uit gegradeerde links
pre-Idealen noemen we een gegradeerde idempofente
£ilter als
1. Als Tin L is en s in h(R) dan (I:s) in L
2. Als I een gegradeerd links pre-Ideaal is zodat

er een J in L bestaat waarvoor (I:s) in L voor

2lle s in h{(J) dan ook I in L.

(9.3) stelling

L een gégradeerde idempotente filter dan :
1. I,J in L dan ook I nJ in L
2. T in L en I J met J een gegradeerd links

pre-Ideasal dan ook J in L

1. Zij s in h(J) dan geldt : ,
((T A 3):8)(U) = {x in R(D:xs(U) in (I (V)¢
{x in R(U):xs(U) in I(T) n J(U)}

(I:s)(U) 0 (Jes)(U) = (I:s)(U)
" Bijgevolg is ({I N J):s) = (I:s) in L voor alle s in

h(J) met J in L en dus ook I N J in L, ‘

2. 7ij s in h(I) den geldt voor elke U open in X en
voor elke x in R(U) : xs(U) in I(U) en dus in J(U) .
Bijgevolg : (J:s) = R. Als we s = O nemen dan hebben

n

we dat R in L zit , maar dan wegens het voorgaande

ook dJ.

(S.4) Zij K een starre gegradeerde kernfunktor in gp(R),

(e

ac



Defini&er dan L(K) = { I gegradeerd links pre-Ideaal
van R : K(R/I) = R/T}

(9.5) stelling

M in gp(R),m in h(M),equivaleht zijn ¢
1. m in X(M)

5. Er is een T in L(X) ¢ Im = O

1. dan 2. ¢ Zij I = ann(m) = (O:m) , dan geldt : (R/I)(TU)
= R(U)/I(U) = Rm(U).Omdat Bm  K(¥) geldt K(R/I)=R/I en
omdat m in h(¥) is ,is I gegradeerd.klaar!

5. dan 1. : Als Tm = O dan is I <€ (D:m) en dus is Rm iso=
morf met een homomorf beeld van R/I .Bijgevolg is BRm K-
torsie en dus Rm ¢ K(M).klaar,

{9.6) Devolgende eigenschappen van L(X) zijn eenvoudige

verifikaties :
1. Voor iedere s in h(R) en iedere I in L{K):(I:s) in L(X)

2. I in L(X) en J gegradeerd links pre-Idesal : Ic J ,
~dan ook J in L{K)

-

Z2, T en J in L(X) dan ook I N J

Lo 81s T in L(X) is en J¢ I zodat K(I/J)=I/J dan J in L(K)

(9.7) L(X) hoeft echter in het algemeen niet te voldoen
asn de tweede voorwaarden voor gegradeerde idempotente
filters , tenzij we slapheidsvoorwaarden op R opleggen .

7ie daarvoor volgende paragraaf.

i [ 175 Nice To HAVE A FRIEND |
L ¢ou CAN LEAN ON!

5o,

-.COPR; ©) 1958,196!
TED FEATURE SYNDICAT

im0 1 L
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10. PUNTSGEWIJZE GEGRADEERDE LOKALIZATIE VAN PRESCHOVER

(10.1) R zal'steeds een slappe preschoof van gegradeerde
ringen zijn,alle filters veronderstellen we gegradeerd
idemootent .De eerste stellingen tonen aan dat L(X) een

~gegradeerde idemvpotente filter is voor alle K in pg(R)-Lker

(10.2) stelling

L cen filter die aan 9.2.1 voldoet,equivalent:
1, I, is gegradeerd idempotent
2. I heeft een basis van slappe gegradeerde

links pre-Idealen.

" bewlis

1. dan 2. ¢ Neem I in L en s in h(I) dan is natuurlijk
s in PI en (PT:s) = R en dus in L,bijgevolg ook PI in
L.klaar.

2, dan 4., ¢ Zij I een gegradeerd links pre-Ideaal van R
zodat (I:s) in L is voor alle s in n(J),J in L.

Dan is I + PJ / I gegresdeerd en slap en ieder homogeen
Punt van T + PJ / I kan geannihileerd worden door een
element van L. We krijesen bijgevolg volgende exacte ri]
in gp(R)

> 1 +PJ /I —> R/I — R/ I+ PJI—>0

met zowel I + PJ / I als R / I + PJ slap en dus ook
"R/I slap. .
7ij & het beeld ven 1 in R in R/I , dan bestazt er een
I, in L zodat I,i'é c I +PJ /I (omdat ook ieder homo-
ceen element van R/I+PJ geasnnihileerd kan worden door
een element ven L).Aldus : ‘

fm 8 : s) is in L voor alle s in h(I,) en dus Ann €
in L. Tenslotte geldt : (Ann e).1 < I en dus I in L,

(10.3) stelling

K in gp(R)-Lker dan is L{K) een gecradeerde idempnoten-
te filter ‘




bewil js

7ii I in L(X) dan is per definitie R/I K-torsie. Ver—
der is R/I slap en alle restriktiemorfismen (R/I)U ,
U open in X, zijn dus surjektief .Daarom krijgen we

graadbehoudende sur jektieve morfismen f en g 3
(R/T)(X) —L ROU)/RNI(X) B (R/T)(V)

Omdat K loksal is hebben we verder (RU(K(X) < kK(U) ,

voor alle U open in X.Verder hebben we 3

K(X)(R(X) /I(X)) = R(X)/I(X) omdat R/T K-torsie is .
Surjektiviteit van f impliceert dan dat R(U)/RU(I(X))
K{X)-torsie is en dus ook K(U)-torsie als gegradeerd
R(U)=-moduul.,

Verder is de prescboof R/PI +ten duidelijkste bepaald door
(R/PI)(U) = R(U)/R (1(X)) en dus R/PI K-torsie of PI

in L.Voorgaande stelllng maakt het bewijs dan verder af.

aevolg

K in p(8)-Lker,dan is L(X) een idempotente filter

(10.4) X in gp(R)-Lker en M in gp(R).We noemen M
PX-vrij =als PK(1) = 0 .We noemen IN PK-torsic als
PE(17) = i , i1.e., I is slap en K-torsie.llerk op dat
PK{~) wel een funktor is maer i.h.a., niet links ex-
act.Dus PK is iha., niet in gp(R)-Ker.Nochtans kunnen
we PK-injektief en PK-trouw injektief op analoge Wij=-
ze 2ls in § 6 defini&ren.Merk tenslotte op dat voor

w

2lle ¥ in gp(R) @ PR(V/PK(1)) = .

(10,.5) stelling

E in gr{R),equivalent zljn
1. B is PK~-injektief en PK~-vri]

2. E is trouw PK-injektief

bewl js

Beschouw volgende exacte situatie in gp(R) :

B3




met M/N PEK-torsie. ‘ _
1. den 2., : stel g # g' in gp(R) die beiden f uitbrei-
den tot M. Dan bestaat er een U open in X en een X in
n(M(u)) : g(u)(x) # g (U)(x).

7Zij v het beeld van x in (M/M)(U) onder p(U).Omdat M/N
slap is (want PK-torsie) bestaat er een Punt g in h{M/x%)
cen Punt m in h(M) nemen zodat : p(X)m{X) = q(X).

Omdat p kompatiebel is met de restriktiemorfismen hebben

met : q(U) = v .Verder is p surjektief en kunnen we dus

we : m(U) = x +2z met z in N(U).Dus :

g(Um(U) = g(U)(x) + g(U)(z) = g(U)(x) + £(U)(z)
e (Wm(U) = g (U)(x) + g (V) (z) = g (T)(x) + £(U)(z)

en dus vallen de Punten gm en g'm niet samen in E. Vef—
der is er een I in L(K) : Ig = 0 en dus Im < N.
Bijgevolg is gm - g'm een niet-nul Punt van h(E) wasr-
voor geldt : I{gm - g'm) = D en dus is gm-g'm in K(E)=0
kontradiktie!! ‘ |
2. dan 1. : snaloog aan het bewljs van stelling 6.4.

oevolg

E in p{(S),equivalent zijn 3
1, B is PK-injektief en PE-vrij
2., E is trouw PK-injektief

(10.6) stelling

73] O-—= E!—> B - " —=0 een exacte rij in ep{R).

Veronderstel dat E Pk-injektief is en E" PK-vrij ,

den is E!' PX-injektief .

bewl is

Beschouw hetvolgende diagram in gp(R) met exacte rijén:




B> ¥ty ¥ —— 1/ N——=D
f!! £ l £ L
¥ - »
Do E! —%s T s EM"— 0

en Y/N PK-torsie.Voor een gegeven f bestaat er wegens
PK-injektiviteit van E een f zodat : fj = if' en neem
£v de gelnduceerde kwoti&nt-afbeelding.Omdat £ (M/N)
PK-torsie is in EM en EM PK-vrij is geldt f£"(M/N) = O
en bijgevolg : f£(¥) ¢ E' en f kan dus gefactoriseert

worden via E!.klaar.

gevolg
00— E! E —> E"——= 0 een exacte rij in p(8).
B

PX-iniektief,B" PK-vrij dan : E!' PK-injektief.

(10.7) stelling

7zij © E! — & -~ BN 0 een exacte rij in
gp(R) met E' PK-injektief,E PK-vrij en E" PK-tor-
sie dan geldt ¢ E = E' .

bewiis ,

Omdat B! zowel PX-injektief als PK-vrij is,is E!' trouw
PX-injektief.Bijgevolg breidt de identiteit 1F? zich op
unieke wijze uit tot een morfisme f in gp(R) dat hetvol-

gende diagram kommutbatief maskt 3

.i

0—= E' —= & S 0
1E,L ’/////f
2 /

Neem nu e in h(E) . Stel dat E" # 0 dan mogen we e # 5

veronderstellen vermits E" slap is (want PK-torsie) en
B E" gurjektief is en niet-nul.Dan bestaat er sen I
in L(X) zodat : Iec— iE! en Ie # 0 (want E PXK-vrij).Het
is duidelijk dat het Punt if(e)-e in h(E) geannihileerd
wordt door I maar omdat PK(E) = 0 geldt if(e) = e. Het
voorgaande toont szan dat PE 1E' en omdat E" = PE"
het beeld is van PE volgt E" = 0 .klaar!




cevolg

™

B—E'— 5 —E"—~0 exact in p(S) met E! PF-inj.,=

PK-vrij en E" PK-torsie dan E = Ef

(10.8) stelling

7ij ' < N M in gp(R) zodat I{/N en M/N' PK-torsie

ziin.zij verder gegeven : E in gp(R) PK-vrij en een

morfisme £ : N—»E zodat de restriktie £ N' zich laat

uitbrgiden tot een f* : M—> E ,dan breidt £ ook uit
tot £ .

bewi is

Stel dat £ zich niet laat ultbreiden tot f*, dan bestaat
er een U,open in X,en een x in N(U) : £{UY(x)+# f*(U)(x);
NWoem dan het beeld van x in (17/N)(U) onder p ¢ YV .

Do N! —me M 2

e

M/N ! e O

¥

Omdat M/H'! PX-torsie is is M/N! ook slap en er is dus een

punt a in M/N!' zodat a(U) =7 .

Verder is p(X) surjektief en er bestaat dus een b in M 3

o (I {b(%)) = a(X).0mdat p kompatiebel is met restriktie-

morfismen komt er : b(U) = ¥ + n' met n' in ¥'(U).Nu :
£(b(U)) = ( ) + £(n') .
£¥(b(1) = £7(x) + £7(n1) = £ (x) + £(n?)

o - f*b is dus een niet-nul Punt in-E. Er is een I in

L{X) zodat Ta = 0 (1/N' PK-torsie) en dus Tb < WY,

Dearom geldt I(fb—f*b) = 0 en dus fb-f *5 in PK(E)=0"

klaar.

(10.9) stelling

7ij ¥ in gp(R) K~-torsie vrij, dan kan ¥ ingebed worden

in een RPV(M) in go(R),trouw PK-injektief en K-torsie
N - S s .

vrij,zodat EPY( ) /M PK~torsie is JEQy is oD isomorfis=-

L

me ne uniek bepaald.




bewl is

Als iedere Grothendieck-kategorie heeft gp(R) genoeg
injektief omhullenden.Noteer 2 voor EP(:) ,de injek-
tief omhullende van M in gp(R).Beschouw de exacte rijs

5. . _ b D

" Defini&er nu 3 ,

B, (1) = p~ (PR(z%/1)

 Omdat M K—tors1e vrij is,geldt hetzelfde voor % en
dus ook voor u (M) Verder is PK(E®/M) isomorf met

E%K(M)/N en dus is mg (“)/N PK~torsie.We hebben dus de
exacte rij

0 —— Epy (X g g /58 (M

.

Uit stelling (10.6) volgt nu dat E%K(M) PK-injektief is.
De uniciteit volgt onmiddellijk .

zevolg

Sar e e

M in p(S) K-torsie vrij,dan kan } ingebed worden in een
Bor(11) in p(8) zodat Eop (1) K-torsie vrij en trouw PK-
injektief is en P,(V)/% K-torSJe.

{10.10) definitie

17 in gp(R),dan is Q%y(“) = B K(M/Y(T)) het
gegradeerde puntsgewl jze kwotienten~lModuul
van M tov. K .

(10.11) stelling

e

743 K in gp(R)-Iker en I slap in gp(R)

“K

bewl s
e hebben volgend exact rijtje in gp{R) =

0 ——= V/K(1)——s QQ(“)——~> K(EQ/K0)) /(1/K(1)) Jm D

ks




Omdat 17/K(17) slap is levert dit :
D e /K () —= PQR(1) PR(=/(11/K(11))

5y , e . .
Met E = Eo(M/¥(17)).Anderzijds hebben we een exacte rij

in gp(PR)
B o M /K (M) —mm cw (1) —= PK(B/M/X(11)) — 0
Omdat de uitersten isomorf zijn geldt wegens het slan-

genlemma @ ,K(V) = Q (N) Jlaar.,

Qevolg

X in p(S)-Lker en M in p{(8) en slap
dan :’QPK(M) = PQK(M)

(10.12) stelling

....._.,........—-...-,--2

“PY( ) is een 1links semi-exacte endofunktor in gp(R)

bewi js

7i3 N M in gp(R).Noteer N/K(N) resp. M/K(¥) met F,resp.
% oen zij E2(H) resp. E(T) de injektief 6mhu11enden van

% resp. T in gp(R).Omdat O—> W —=11 exact is,peldt het-
zelfde voor O —=T - N on B T2 (R) = E(F) .Omdat

Q%(.) links~exact is hebben we de exacte situatie s

0 s 05(11) —2 K(28(B) /M) —= D
O F —= 08 —2 K(E(M/F) — T
o s

Bij definitie vordt Q;K(h> onder DN op‘PK(' E(T) /8) gemavt

en dus onder pob in PE(=(T) /T ). : WWDK(v) Q%K(H).
Eevolg,

QDK(.) is esen links semi-exacte endofunktor in p(S)




11. PUNTSGEWIJSE GEGRADEERDE KWOTIENTEN-RING

{(11.1) We zullen de puntsgewi jse gegradeerde kwoti&nten-

ring in twee gevallen onderzoeken :

ceval 1 ¢+ R een slappe gegradeerde Ring,K in gp(R)-Lker,

“meaar we veronderstellen niet dat K , R reduceert

geval 2 : R een slappe gegradeerde Ring,K in gp(R)-Sker,
deerde idempotente filter en K heeft volgénde
eigenschap : voor alle M in gp(R) : K(M{U) =
RK(MIU

Voor een M in gp(R) en U open in X noteren we met M{U het
element van gp(R) met boven elke V open in X : {(MIUY(V) =
M(UAV) .

flasfBhucliiioctivanbondubed S

(11.2) stelling

R een gegradeerde Ring,K in gp(R)-Lker,equivalent:
1. K is samentrekbaar

2. BY(K(W)) = K(V) voor alle V< W open in X

bewl is
1, impliceert 2., : Zij M in gp(R),U en W oven in X :
(KOO U (W) = (KT A W) = K(UN WMU N W)

en anderzi ids hebben we ook :

W

iNnw

en omdat K samentrekbaar is mogen we beide geli jkheden aan

K(MiU) (W) = K(W)((MIT)(W)) = K(W)M(U(ﬁ W) = R K(W) (M(UNW))

elkaar knopen en krijgen we 3
K(V) (M(V)) = RoK(W) (M(V))

waarin we natuurli jk V hebben geschreven voor U W .
En nu kunneén we weer de truuk van stelling (4.8) toepassen

-l .
om te besgluiten : K(V) = R¥K(W) in R{(V)-gr.

2, impliceert 1. : Omdat ¥ in gp(R)-Lker is,is L(K) een i~
dempotente filter (10.3).Zij nu V< W opens in X @

83




(KON W) (V) = KGN (V) = K(V) (3(V)) = REK(W) (5(V)) =

KW {(MIV) = KMIW(V).

oevolg

Als.R een constante gegradeerde Ring ig dan zijin alle
samentrekbare K in gp(R)-Lker ook constant !

(11.3) stelling (geval 1)

R slappe gegradeerde Ring,K in gp(R)-Lker dan is Q%K(R)
een slappe preschoof van gegradeerde ringen waarvan de

ringstrukrtuur vastligt door de moduul struktuur .

bewl is

Umdat R sWan is,is QPK dat ook.Neem een q in Q%K(R),dan
bestaat er een gp(R)-morfisme fq $ R—mQ K(R) zodat
f (X){(1) = g in OPK(R)(X) dwz . het punt 1 wordt op q ge-
mant Verder bestaat er een uniek gp(R)-morfisme fq dat

hetvolgende diagram kommutatief maakt

(o] jog
=
Ix l ,,,,, — ¥
)4 L ‘

net JY het morfisme geinduceerd door R~—> R/K(R) en bij-
gevolg is dus QPV(?)/JY(R) PX-torsie.

7Zij nu p ile?K(R)),deflnléer dan D.0 = fa(ﬁ) door @
(5.3)(0) = T (U)(p(V)). 2i] verder I in L(X) zodanig dat :
1.5 R, dan 3
_‘fq(l-p) = fq(I-p) = {I.p).q
mazr enderzi jds hebben we 00k
(I.D) L.f (n) T(%.q)

En dus zien we dat dﬁ zojuist gedefini&erde vermenﬂvvul—
diging van Punten in QPK(R) kompatiebel is met de Moduul-

struktuvur.




Zij nu r,1 en m in h(h (R)) Bl] definitie is r.(I.m) =
fn(F), met n = 1.m . Yles‘I in L{X) zodanig dat : I.r in
R/K(R) zit en (I.7).I in R/K(R).Dit kan want (I.r).I =
1(r.I) en verder mogén we veronderstellen dat I slap is
omdat L{K) een idempotente filter is.We hebben

I(r.(I.m)) = fn(I.E) = (I.7)(I.m) = (I,E)Fm(i)

= fm((I.E).i), ({1.7).1)m = (I(r I em = I((r.1).m)

Omdat Q%K(R) K-torsievrij is, (r.E);m = p.(I.m) . Distribu~-

tiviteit kan men gemakkell jker nagaan.

Zij mu x,y in h(Q8.(R)(U)) met U oven in X.Feem R, in QB (R)

zodat n(U) = x en n(U) =y en defini&er : x.y = (n.m)Y{U).
Als dit goed gedefini&erd is dan hebben we een ringstruk-
tuur op QPK(R)(U) gezet zodanlg dat de restriktiemorfismen,
ringhomos zijn.De verkregen Ring struktuur is natuurllgk
uniek bepaald door de gp(R)-struktuur van QPK(R),

Rest ons dus nog te bewi jzen dat de definitie van x.y on-
afhankeliik is van de gekozen Punten n,m . Het is niet al
te moeilijk om in te zien dat het voldoende is te bewijzen
dat als £ ¢ R-—— Q% Y(R) een gp(R)-morfisme is met £(U) de
nulafbeelding voor een U oven in X en T : C;K(R)-——>“ I,.(R)

de extentie van f, dan is F(U) eveneens de nulafbeelding.
7Zij dus m in Q%V(R) den is er een I in L(X) : ImcC R ¢
FOM(T(Mn(U)) = £(U(I(Nm(V)) =

T(U) (R(U)) wordt geannihileerd door I(U) in L(X(U)).Omdat
D%K(R) slap is 3

{ m(U) , m in QPK(R}Y = Q%V(R)(U>

bvggevolc is f(U)(“PY(P)(J)) K(U)-tcrs;e en omdat cpK(R),
K-torsievrij is volgt hieruit £(U) = 0 .

(11.4) stelling

"M in gp(R) , K in gp(R)-Lker :
PQ%(M) is op natuurlijke wijze een ” (R\ Moduul
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bewi is
(DN) is slsp en wegens links-exactheid van Q% kri j-
gen we de inklusie : %pK(PM) — PQ2 (M). Verder, stel m

een Punt in Qg(M) en homogeen dan bestaat er een slappe
I in L(K) met I.mc M/K(M) en dus :

T P(M/K(M)) = PM + K(M)/K(M) = PH
rechts~vermenigvuldigen met m defini&ert een gp{R)-morf. :
>o e B . i g
f ¢+ I— PM -—aQPK(PM)

en dit morfisme kan men uitbreiden tot een gp(R)-morfisme
o P_—s>q (PM) (wegens devolgende stelling) .Het Punt
F(1) = m van Qg(M) wordt geann;hlleerd door I in U(K) en
bi jgevolg krlggen we ¢ F(1) = ‘en dus m in Q (PM)

Bi jgevolg hebben we Q%K(PM) = PQ%(M) en we hebben het pro-
bleem al gereduceerd tot het geval dat M slap is,vervolgens
gaan we op dezelfde manier te werk als in voorgaande stel~-
ling om te bewi jzen dat Q%K(M),voor slsppe M, een gegra-
deerd Q% (R)=Moduul is met skalaire vermenigvuldiging ge-
inducee;d door een skalaire vermenigvuldiging van Punten

g VT . 4 + g
van QPK(L) met Punten van QPK(R)°

(11.5) stelling

£ I—~¢~WPK(PM) kan men uitbreiden tot
F :R- (PM) voor I in L(K)

oo

— %PK

bewl is

I slap in IL(K) dan is R/I PX-torsie en dan volgt de stel-
ling onmiddelli jk uit het PK-injektief zijn van Q%K(PM).

{141.6) stellinz (geval 2)

R slap, K in gp(R)-Sker samentrekbasr dan is Q?K(P) een
gegradeerde Ring waarvan de Ring struktuur vastligt door
de gegradeerde Moduul-strukiuur.
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bewl is

Wie zin heeft mag het bewi js van stelling (11.3) hier
kopi&ren tot het moment waarop we moeten bewi jzen dat
F(U) = 0 als £(U) = O .We bewijzen eerst dat als M in
gp(R) , I'in L(X) slap dan hebben we voor alle homoge-
ne Punten m van h(M) |

I(miU) = (I1U) = (I1U){(niT) voor alle U open

Trmers neem een V open in X dan is (I(miU))(V) =
I(VIm(UN V) en door de gp(R)=-struktuur van I geldt :

. , v . 4
I(VIm(U n V) = RU’n V(I(V))m(U’ﬁ V)

‘en wegens de slapheid van I hebben we verder :
(T(m10)) (V) = I(U N VIm(U A V)

((T1U) (miU)) (V)
En nu zetten we het bewijs voort (notatiés zijn die van

stelling (11.3)):

Als m in h(Q%K(R)) is,dan bestaat er een slappe I in L(K)

waarvoor I.m < R/K(R).Omdat in dit geval :
F(I.m) = £(I.m) heboen we : F(I.m) U = 0, en verder:

(T.Fm)) U = (TiY(F(m)|U) = I(F(m)]U)
Bijgevolg ¢ {I.F(m))1U =0 of ¢ F(m)iU in Q%K(R) U.Samen=-
trekbaarheid van K impliceert dan : : '

. g : g P o W

zodat ¢ T(m)IU = 0 voor alle m in Q%F(R} homogeen en
. f(Q%K(R)} is slap , dus F(U) = O. Klaar !

(11.7) Zoals in stelling {11.,4) kunnen we nu hetvolgende
afleiden :

stelling

Zij X in gp(R)-Sker samentrekbear dan is voor iedere M
in gp{(R) PQ%(M) is een Q%K(R) gegradeerd Moduul.




12 . PUNTSGEWIJSE GEGRADEERDE T-FUNKTOREN

(12.1) Zij I een links (pre)-Ideazal van R en gegradeerd.
Wegens links-exactheid van Q%K(-) hebben we steeds 3
Q%K(PI)c; Q%K(I).Verder volgt uit stellingen (11.3) en
(11.6) (afhangend van het beschouwde geval) dat PQ%(I)

een gegradeerd links Ideaal is van Q%K(R).We hebben steeds:

a8, (R) j (PT)C PRE(T)

{12.2) definitie

Een kernfunktor K in gp(R)-Sker is een gT(P)-
funktor of een gegradeerde puntsgewl jse T-funk-
tor indien voor alle T in L{(X) :

0§y (R) 3 (PT) = PQB(T)

(12.%3) triviaaltie

K is een gT{(P)}-funktor als voor alle

I in L(K) & Q8.(R)jp (1) = e, (R)

bewi is

Voor alle T in L(K) geldt : 02(I) = Qf(R) en dus ook
Po8(1) = PQ%(R) = Q%K(R).Klaar!

(12.4) stelling (geval 1)

olichoainerustante =2 )

R een slappe gegradeerde Ring , X in gp(R)-Lker,
equivalent zijn

1. K is een gT(P)-funktor

2. Voor elk links pre-ideaal van Q%K(R),J,geldt:

T2 B = o8 ¢ met %= T O3

natuurli jk moet J een gegradeerd links Id zijn

bewl s
Beschouw hetvolgende commutatieve diagram met exacte

rij&n en exacte kolommen 3




0 0
yo !

0 — ch > J
l b

0 ——— OPW(J ) —s QPK( )

J/3% is als deelobjekt van Q%K(R)/jK(R) X-torsie en

Q%K(JC)/JC is PK-torsie bij construktie.

J/3° is een deelpreschoof van Q%K(R)/jK(R)_en de gp(R)-
struktuur van beiden wordt vastgelegd door het morfisme
jy + Als a in h{(J/3%°)(U)) zit dan bestaat er een homo-
geen Punt m in h(QgF(R)/JK(R)) zodat :

bestast er een I in L(X) zodat I.m = O . Noteer J°° voor

V(R)J ‘
Als b in h(J(U)) op a gemapt wordt modulo J%(U),zij dan

m(U) = a . Verder

4

"PK(R) zodat n{U) = b en dan is
n =m {(mod jK(R)).We hebben ook ¢ I.n C:jK(R) en I(U).b
. JC(U).Vervolgens krijgen we ¢

b in (0, (R) (1)) (Db = (@B (R)) (V)b

n een homogeen punt van

en deze Waatqte ie bevat in (“PK(R)J U),maw : J =

(R)J“ = J°®, Anderzijds is Qg (3°) /3% PK-torsie en
netzelfae geldt voor QF.(J ¢y %%,
Als m in ﬂ%K\J ) als homogeen element zit dan bestaat er
een I in L{X) waarvoor : I.mc; J%€ en omdat Jce een'Q%K(R)e
‘moduul is ¢ QPK(?)I.m c Jo®
Omdat de gp(R)=-struktuur kompatiebel is met de gegradeer-

de Ring struktuur komt er :

& _ o2 (m)s

, . . ce ‘
en tenslotte,omdat K een gT-funktor is : m in J en dus :
e ce ~
QG (3%) = 3°°.

s~

(12,5) stelling (geval 2)

" R slappe gegradeerde Ring,X samentrekbéar,

ecuivalent zijn

1. X een gT(P)=funktor

2. Voor alle gegradeerde links pre—Idealen‘J
van Q8 (R) = J = Q% (R)3°




bewl is

Stel T gelijk aan J® of aan Q%K(Jc),dan is T/3° K-tor-

sie.En beschouw nu het diagram van vorige stelling be-
perkt tot een U open in X. Het is duideli jk dat T/ 3J°°
K-torsie is en dus ook (T1U)/(3°®1U) Jeem nu a in h(T(U))
als a een homogeen Punt is van TIU ,dan bestaat er een
slappe I in L(K) met I.a ¢ J°®iu , Omdat J°®i U een gegra-
deerd 0%, (R)-Moduul is hebben we By (R) ix(Dac v
en bijgevolg is 2 in 3% U dus 2 in J°° voor alle a in

h(T(U)).Dus : T = J°°

Omgekeerd nu, als I in L(X) zit dan ¢
& - TOS(TY = g = nB
QPK(PI) = PQK(I) = PQK(R) = QPK(R)

, g (1) = 0% \ - 08 s . _
en QPK-(ji) = Q’PK(R>° A1§1nu J = QPK(P) JK(f) dan is J =
€ (571 maer T< 51 (3) en aus is j3'(9) in L(K) ,
zodat : J = Q3 _(R).

(12 .6) ételling

K in gp(R)=-Lker , equivalent ¢

1. K is een gT(P)-funktor
2. Tedere M in gp(Qf,(R)) is PK-vri]

bewil is

S impliceert 2. Zij m een homogeen Punt in PX(M) dan
bestaat er een I in L(K) : I.m = 0 . Hieruit volgt dat
Q%K(R)jK(I).m = 0 omdat PM op natuurli jke wijze een gégra-
deerd QS (R)-Moduul is en omdat de Moduul-struktuur van

M en PM kompatiebel is met de gegradeerde R-Moduul struk-

tuur ven M en PM, Uit 1. volgt nu : m = 0 .

2, impliceert 1. @ Tenduidelijksté geldt s
Q%K(R>5K(P1><? a8 (3 (P1)) = Q%K(PI)

voor alle T in L{K).Hieruit volgt een inklusie :
08, (P1) /05, (R) j (PT)—> (0§, (R) /@5, (R) 3 (P1))

et kleinste Moduul is slap en wegens 2, ook PK-vrij.Dus:

Q%K(PI) = Q%K(é)jK(PI).Links—exactheid van Q%K(~) leverts
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Omdat PI in L(K) zit : Q8(R/PI) = O en QS(R) = QZ(PI) en

als we nu tenslotte Puntjes nemen komt er :

=l

g : > : g L
0% (R) = Pe§ (PT) = 0§, (PT) = Qyu(R) jx(PT)

(12 :7) afsprask

Zij M,N in gp(R).Met’HOMR(M,N) zullen we de abelse gegra=-
deerde groep @ HOMR(M,N)n noteren waarin HOMQ(M,N)n die
deelverzameling is van de preschoofmorfismen in p(R) tus-

‘sen M en N zodat voor alle U open in X en alle m 3

£(U)((U)),, & (U)o

(12.8) stelling

E in gp(R),equivalent zijn :
1. E is PK=injektiefl
-2, voor glle I in L{X) en alle h in HOMR(I,E)

bestaat er een g in HOM_(R,E) zodat :

0—s I -—=R

ft ;///ig

avrd 4
bewiis

1, impliceert 2. : het zal volstasn dit te bewi jzen voor

2lle £ in HOMP(I,E)p.Voor HOM I,E)o zijn we klear.Neem nu \
0 = T - R~
f L g
E

met £ in HOMR(I,E}p en beschouw dan 2

-~

0 ~—= I(n)——>R(n)

‘|

E

dan is nu £ in HOMR(I(n),E)O en wegens starheid zit ook

I(n) in L{(X) en dus zijn we klaar !
2. impliceert 1. : Beschouw de exacte rij in gp(R) :

D e X - M P s 1/ —> D

met /N PE-torsie.

¥




713 verder £ : ¥—=F een morfisme in gp(R).Kies nu een

maximaal element (N!',f?) in de verzemeling ¢
X(N",f"),ﬁc: N e M,fMiNT— E in HOM(NW,E):f"MN = £}

Omdat M/N slap is,wordt N + PM onder p op M/N gemapt en
dus ‘is M= N + PM , Als we er nu in zouden sglagen dat N!
alle Punten vaen M bevat dan zou N! = N , Zonder afbreuk te

doen aan de algemeenhe1d mogen we onderstellen dat N = Nt,

7Zij m een Punt van M, en stel I = (0 ¢ pm).Dan: R/I = Rpm.
Imc N en dus I < (N : m).Stel nu m een homogeen Punt en
definiSer h(V) : I(V)—sE(V) door : a i £(V){am(V))

'\f 3
dan is h 1n HOl (I,J)deg(m).m gens onderstelling 2. kunnen

we een g in HO' R,E) vinden die het volgende diagram

R(
kommutatief maskt @

00— I ——» R

h l‘/// g*

Neem nu g! (g )dea(m) en bekijk het Punt n t n = g'(1).

Voor alle U owen verzamelingen in X, a in (1) homogeen :
n(U)(a) = g (U)(a) = & g {(U){(1) = an(U)

Zij nu ¥ + Rm het gegradeerde R-Moduul voortgebracht door
M enmin ¥ en definifer g ¢ N + Rm~»E als volgt :

Cg(U){y + am(U)) = £(U)(y) + an(U)

Dit is een goed gedefini&erde afbeelding want als a in I(DU)
zit,dwz. am(U) in N(U) dan hebben we 3

£(0) (am(U)) = h(U){a) = g'(V)(a) = an(D)

Verder ig het duidelijk dat : g in HOMR(N + Rm,E) en g|N = f.
Wegens maximeliteit 1s m in N en bijgevolg N =4, Ulitein-
delijk krijgen we dus een g" in HOMR(M,E)_en als we dan

tenslotte h = (g")O nemen zijn we klaar !

(12.9) stelling

r————————

7ij K in gp(R)-Sker sementrekbaar,equivalent :
1. K een gT{P)~-funktor ;

2. M in gp(Q;K(R)) den i is PEK-vrij

3, M in gp(Q?V(R)) dan is M K-torsie vri]

4, M in Gp(“PK(R)) dan M PE-injektief en K-torsievri]
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bewiis

Dat 1. en 2. equivalent zijn kunnen we bewl jzen als in
stelling (12.6).
De implikaties 4. dan 3. en 4. dan 2., zijn triviaal.

1. impliceert 3, : Neem een pﬁnt m in K(M)]U , U open in
X. Omdat K samentrekbaar is bestast er een I in L(X)

Im = 0 (als we m homogeen onderstellen) .Maar dan geldt ook:

DK(R,JK(I)m = 0, dus Qg (R)m = 0 waaruit natuurli jk 3

= 0 {want Q? (R) heeft een eenheidgsPunt) .Men ziet gemak-

kelijk dat er met elke n # O in h(X(M)(U)) een niet nul
Punt in K(M)| U korrespondeert.Bijgevolg: K(M)(U) = 5
voor alle U open,waaruit het gestelde.

1. impliceert 4. : Er rest ons nog enkel te bewijzen dat
uit 1. volgt dat iedere M in bp(%m{(t{)) PK-injektief is,
7Zij I in L{X) en f:I—>M in HOW (1, N\ +Omdat M ¥-torsie-
vrij is,kunnen we f faktoriseren 1angqt I/K(I) en we krij-
gen dus een element in HOM (I/K(I),u dat we opnieuw met
P noteren.fls jK : Re—> QPK(R) het kenonzeke morfisme is,
dan is Jp(1) = I/K(1). Omdat \{PK(R)JV(I) = QD,{(R) bestaan
er homogene Punten 2y in 3K(I) en homogene Punten qi in

O%F(q) met deg(ai) = - deg(qi) : 1 =2 9585 o Defini&er nu
E=P(Ia (N (§(R) 1 q)

H zit natuurliik in L{X).Stel nu : x =_Z,qj.f(ai) en ziJ

» M gedefini&erd door g(?) = x en linezire

uitbreiding. g zit in HOM(jK(R),M) .Zij h een homogesn Punt'

ven H ,dan ‘
g(h) =h.Zqg; (a.) Z (ngy)f(a;) = Z f(hg,8y) =
f(h2.g58;) = f(h)

f en g vallen dus samen op een H in L(X) en g]I - f dndie-
ceert dus een element van HOYR\T/“,N) dat de nulafbeel-
ding moet zijn omdet K(I/X) = 1/Z, X{¥) = 0 en X star.
Stelling {12.8) maakt het bewi js dan af!

12.10 ¢+ stelling

R een slappe gegradeerde Ring,K in gp(R)-Lker en gT(P)-
funktor, dsn is "; (-) links- en rechts-semi exact en
kommuteert met direkte sommen
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bewi s

ziyon P o .0 een exacte rij in gp(R).Om rechts-

k- . ". )
semi-~exactheid van Q;V(-} na te gaan mogen we veronderstel-
LM

len dat M en M {~torsie vrij ziin.Uit de definitie volgt:
Qf, (1) = 1+ P (1) 5 QB (1) = Mt o+ PeE (21)

Om de surjektiviteit van P @ O%K(M)~——a Qg (¥') na tegaan,
volstaat het dus san te tonen dst PQ (N) op P“PK(N') ge~
mapt wordt onder p . Neem een homogeen Punt m in O%V(M’)‘,
dan bestaat er een slappe I in L(X) met Imc M!. 215 nu ¢
N = P(D—1(Tm)) in M. Dan @ “PK(R)NC‘ PC (M) , omdat deze
laatste op natuurli jke wijze een gegradeerd QPK(R) Moduul
is.(stelling (11. ))

P beperken tot Pﬁg (PQ — PQg (1) levert een gp(R)-morfig=-
me, met Pﬂi (M1) PK—vr13 en een gegradeerd Q (R)-ﬂoduul.
Zij 1 een homogeen Punt van Q (R) = PQ?(P) dsn is er een
11 in L{X) wsarvoor Iqlc: JK(R). Voor een homogeen Punt n

van PQgK(M) hebben we @
p(I, l.n) (1 A)p(n) = 115(1.n) , en dus :
p{1l.n) - 1.p{n) in PX PC%K(M')
en p beperkt zich dus tot een gp(QPK(R))—mOPfisme,dus :
o(Q w_(R)IT) = wD},(P p(N) )’“DV(R)(M)

en dus ook n(% B ?)N).l)Q%K(R)m {(gT(P)=-funktor) , en ten-—
slotte bestaat er dus een Punt in Q%K(R)N det onder 5 op m
gemapt wordt.klaar!
We weten reeds hetvolgende

PE (@ 1) - W (Plo1) = yle Piy)
kijk nu nazr devolgende exacte rij :
PK( P, ) —= @(Q%K( PH; ) /PY; ) ——= D

hierin is C)(”?K( )/D’ ) PK-torsie en~CiQ%F(PM%) K~tor-

slevrii en een QvK(R)-gegradeerd Moduul.'e kunnen nu ang-

0= @ Pl‘;i: = © Q3

loog tewerkgaan als in het bewljs van stelling (12.9) om

te bewi jzen dat G)QEV P, )  trouw PK-injektief is.Tot hier

hebben we volgende gelleheid bewezen GaQPY(PM Yy = Q8 @BPMi

i
Min gp(R):

lien ken verder gemakksli ik nagsan dat voor alle

Poé

- r"* * .
VDW(’) = Q?K(PM) en dus krijgen we hetvolgende

00



1

® 0§, (P1,) = @ Pa§,(¥;) en bovendien :

‘DII(P 3 )

I

omdat wVPV(@ M)
men is in Q?(@ .) en dus krijgt men :

p(Pl@14)) = PQ;K(@ M)

@:M. + P%pv( ); waarin de som geno-

It

w7 — & T
'}'DK(® I\-i> = @ (i-‘i %DK(I‘ )) =@ QPK }}li) .

Ed

met Ej natuurli jk gelijk aan Mi/K(Mi).En dus zijn we klaar!

(2.11) stelling

R een slappe gegradeerde Ring, K in gp(R)-Sker
samentrekbaar en een gT(P)-funktor dan : 4
~Q%K(") is links- en rechts~semiexact en kommu-
teert met direkte sommen.

bewl js

e m—
het bewijs van vorige stelling kunnen we volledig kopi~
&ren,sls we ipv. de asngehaalde stellingen de korrespon-

derende stellingen voor samentrekbare kernfunktoren in-
vullen,

I‘got no illusions about the political left any more than the
right, just a shrewd idea which of the two gide's gonna stomp
on us first.All of us,you,me,rock'nt'rollers,punks,longhairs,
dope smokers,squatbters,students,unmarried mothers,prisoners,
gays,the jobless, 1mm1grants,51p51es,...to stand aside is to
take sides. If music can ease even a tiny fraction of the pre—
judice and intolerance in this world,then it's worth trying.

T don't call that "unnecessary overtones of violence"”.I call
it standing up for your rights.

And if we fail,if we all get swallowed up by big biznis before.
we achieve a thing,then we'll havta face the scorn of tomor-
row's generation.But we're gonna have a good try.

FPancy joining us ? ‘ (Tom Robblnson)

AT
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1%, GEGRADRERDE KERNFUNKTOREN IN gs(R)

(13.,1) Uit stelling (2.7) weten we dat gs(R) een strikte
Giraud-deelkategorie is van gp(R).In‘deze paragraaf zul-
len we trachten de lokalisatie in gs(R) in verband te
brengen met lokalisatie in gp(R).De inklusie-funktor :
gs(R) —» gp(R) noteren we i,dekreflektor a .

(13.2) stelling

E in gs(R) is injektief in gs(R)
desda iE injektief is in gp(R).

bewi is
Wegens de links-exactheid van i volgt uit iE injektief
in gp(R) dat E injektief is in gs(R).Omgekeerd nu , zi]
E injektief in gs(R) en beschouw volgend diagram in gp(R) 3
0 ct —Y 5 ¢
‘|
iE

Dit diagram kan uitgebreid worden tot volgend in gp(R) ¢

0 —— O _— J C
TS~ P |
~. . |
Aot '/ny iE S | ERe
s ‘, f - '\\ - 3
0 ~—> 1igCf » 1aC
ig(j) N

Het bestasn van g volgt uit het injektief zijn van E
in gs(R) en we hebben dus : ia(f) = g o ia(Jj) « Als we
nu g = g o gy stellen dan krijgen we 3

8o = Bolgoed = Bolaljleqgs = i2{f)oagy = £ en klaar!

' (13.3) npotatie

Zij ¢ in gs(R),resp. C in gp(R) dan noteren we de
injektief omhullende in gs(R),resp. gp{(R) van c
met E8%(C),resp. EEP(C) .
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(13.4) stelling

713 M in gs(R) , dan is iEES(M) = EEP(iM)

bewi js

Zij N een deelpreschoof van 1885(1) in gp(R) en stel dat
Nn iM = 0 (beiden als deelpreschoven van iﬁgs(M) opgevat)
Wegens exactheid van de reflektor g hebben we dan ook :

0 = 2(5) a{N N iM) = all o gi¥ = aN N M

Maar dit is in kontradiktie met het feit dat EgS(M) een
'essenti§lefuitbreiding ig van ¥ in gs(R) omdat gN in gs(R)
zit.

lEgS (M) en ng(lM} zijn dus beiden essenti&le extenties
van iM en dus krijgen we volgend kommutatief diagram in
gp(R) :

iM —» ESP(4iM)
l, g o~ f
1E88 (1) &

Waar het bestaan van f uit stelling {13.2) volgt en f en
g beiden monomorfismen zijn.Omdat nu ESP(iM) een maxima-
le essenti&le extentie van iM is in gp(R) volgt uit :

0 —s BEP(iM) —Z 5 imES(M) ; dat E®P(iM) ¥ 1}330(1\1)

(13.5) definitie
K,K* in gp(R)-Sker , we zeggen dat K! QK-kompa—
tiebel is als : K’QF'= “KK"

{(13.6) stelling

raodiedaniansootiod o)

M in gp(R),,K' is @K-komnatlebel dan

1. Als M K'-torsievrij is,dan is Qg A 11) K’—tors1evr13,
het omgekeerde geldt gls M K—tor31e~vr13 is

2. Als M XK'-torsie is,dan is QK(M) K!'-torsie, het

omgekeerde geldt als M K-torsie is

bewil is

KXletskoek!
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(13.7) definitie

Een kernfunktor X in gp(R)-Sker is gs(R)-kompa-

tiebel als : i a K =X i a .

Een kernfunktor X in gp(R)=-Sker noemen we inner
als ¢ 1 a K i a = K i a

Als X in gp(R)-Sker inner is dan noteren we de
funktor Ki met XKS°

(13%3.8) stelling

' 7Zij K een gs(R)~-kompatiebele kernfunktor in gp(R),
dan is K®® een kernfunktor in gs(R)

bewi js
7ij M in gs(R) , dan : K(iM) = K(igiM) = igK(iM), dus K°
is inner in gs(R).Daarom geldt : K3 (M) = gK(iM) en omdat

it

a exact is en K een kernfunktor in gp(R) volgt onmiddel-
1i jk dat K¥ een links-exacte subfunktor van de identiteit
is in gs(R).Verder geldt :

xS(1/K%(M)) = ak(ia(it/iK®(M)))

it

aK(1M/1K% (1))

.

eK(iM/K(1¥)) = a(0) = D

‘Rest ons nog de starheid te bewi jzen
K(M(n)) = gK(i¥(n)) = 2(XK(i¥)(n)) = (K°(2))(n)

Merk tenslotte op dat we in het bewljs K ipv k8% nebben
getypt,maar nevertheless zijn we klaar!

‘4(7399) definitie

Zij K in gp(R\-Lker kompatiebel met gs(R) dan
noemen we k%% een vevradeerde lokale kernfunktor

....-----———_-wu—mm———————w———-

(1%3.10) Zij R een schoof van gegradeerde ringen, K een
gs(R)-kompatiebele kernfunktor in gp(R)-Sker, dan defi-

A0y




niérén we L(Kgs) = %I gegradeerd links-Ideaal ven R :

K(R/I) = R/I}

(13.11) stelline

Preivethaciivnbaniebit 5 )

In de situatie van (13.10) :
L(k®®) = aL(x)

bewi jis

Dit is een direkt gevolg van stelling (13.6) en de defi-
nities,omdat ieder gegradeerd links-pre-Ideasl van R ge-
separeerd is, als R het is.

(13.12) stelling

K een gs(R)-kompatiebel element van gp(R)~Sker,
M in gs{R) , equivalent zijn :

1. M is (trouw)-K®S-injektier

2. iM is {(trouw)-K-injektief

bewi js

Zi] iM K-injektief in gp(R) en beschouw volgend diagram

in gs{R) = :
J =
0— S 82 — SZ/O‘I 0

met Kgs(SZ/Sq) = 59/81 . In gp(R) hebben we dan :
0 —> 181 ——bflSz‘——a 182/131‘~4— 0
| i
iM

i is links-exact en dus is 45 /iS een deelpreschoof van
1(S /S )} en verder is a(1S /1S ) = S, /S Omdat b2/S '
k&S —tor31e is volgt uit stclllng (13 6) dat is /1S X~
torsie is en dus bestast er een morflsme gt 182._> iM
die het diagram kommutatief maskt,het is duidelijk dat
v\dan g = a(g') het eerste diagram kommuteert.

Omgekeerd nu, zij M Kgsninjektief en beschouw volgend di-
agram in gp(R) :

Jos



M

et }?’2/}?,1 K-torsie.Omdat
diagram in gs(R)

Hw

exact is krijgen we een

00—

arl 1'——e’gP2 i g(PZ/P,j)m-—-=> 0
Lg
M

Uit stelling {1%.6) volgt andermaal dat g(PZ/P1) k88
torsie is,en dus bestaat er een morfisme g"aP2 —> M
die het diagram kompleteert.Zij nu g = (ig! )°*P? dan
gaat men gemakkeli jk nu dat g het eerste diagram kommu-
tatief maakt.

Omdat iM K-torsievrij is als en slechts als M K&5~torsie~
vrij is (tot treurens toe nogmaals stelling (1%.6) en
ill gesepareerd) maakt stelling (6.4) het bewijs af !

(1%.13) stelling

X een gs(R)=-kompatiebel element van gn( ) -Sker,
Min gs(R) Kgs -torsievrij 1‘LTb (N) = E3(1M)
¥&

bewl is

U mag zelf es raden welke stelling ong andermaal komt ver-
tellen dat iM K-torsievrij is.Omdat BEZgs(M) trouw K5°-in-
jektief is, is 1E§03(N) trouw A-lnjekt{ef Verder is ook
iE%gs(M)/iM K-torsie omdat ngs(h)/N k85.torsie is.Maar
zogls we allemaal weten is (L 1) op isomorfisme na het

unieke element in gp(R) met dezc eigenschappen,dus klsar!

{(13.14) ste elling

=

een gs(R)-kompatiebel element van gp(R)-Sker,
3 ’ * \g MY = 8 E R
in gs(R) dan : l&wsg(J) ,QK(lN)

[
=
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bewi is
Als M Kgs—torsievrij is,dan zijn we klaar wegens voor-
gaande stelling.In het algemene geval :

snE oy e S S ¢ . (s Y Y

1QKgs(L) = 1EKgs(M/K ;(“)) = EE(lg(lM/K(lL)))
iM/K(iM) is geseparserd,en dus is,ig(iM/K(iM)) een essen—

ti&le uitbreiding van iM/K(iM) in gp(R) .Bijgevolg is
i (M/x8S (1)) is K-torsievrij en dus :

0z(iM) = ER(iM/K(i1)) = ES(1g(iM/K(il))

(13.15) definitie
R een schoof van gegradeerde ringen,K een
gs{R)-kompatiebel element van gp(R)-Lker,

we zeggen dat k%% reduceert R als ¥ iR
reduceert . ‘ ‘

(13.16) stelling

Zij R een slappe schoof van gegradeerde ringen en K een
gs(R)-kompatiebel element van gp(R)-Lker dat R reduceert.

Qﬁgs(ﬂ) is een schoof van gegraaeerde ringen waarvan de
Ring-struktvur vastligt door de gegradeerde R-Moduulstruk-
tuur.

Voor alle M in gs(R) is O%gs(h) op natuurlijke wiize een
gegradeord QOQS(R)-Noduul verder voor alle U open in X @

0%es (1) (V) = g5 (1))

bewi js
Volgt onmiddellijk uit voorgaande stelling en stelling
(7.6)
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14. GEGRADEERDE T-FUNKTOREN IN gs(R)

(14.1) Laat ons eerst even stilstaan bij volgend probleem :
geef een generator voor gs(R) ! Noteer met RU de schoof met
als staken : (RU)x
gls x wel in U zit (maw. Ry is R beperkt tot het open deel

= 0 als x niet in U zit en (RU)x = R,
U).Nu nemen we :

G = @ (% RU(n))
U in Open{X) n

(14.2) lemma

G is een generator voor gs(R)

bewil js

Zij M en N in gs(R) en f: M—»>N een niet-nul morfisme ,het
zal volstaan een niet nul morfisme g: G-—»M te construfren
zodat volgend diagram kommutatief wordt :

f

M—"_ . X

8T’/////?fog # 0

G

f is niet-nul en dus bestaat er een open omgeving U zodat
£(U) : M(U) —> N(U) niet-nul is.Maar omdat @pRU(U)(n) een
generator is voor R(U)-gr kunnen we kunnen we een niet-nul
morfisme g(U): @;RU(U)(n)——» M(U) vinden zodat £(U).g(U) # O.
Door samenstellen met restriktiemorfismen hebben we natuur-
1ijk eveneens een morfisme @ Ry(n)—=M en dus ook van G naar
M met fog # O.klaar!

(14.3) stelling

7ij K een gegradeerde lokale kernfunktor in gs(R) die R
reduceert en R slappe schoof van gegradeerde ringen,equi:
1. K is een gegradeerde T-funktor in gs(R)

2. Q%(M) = Q%(R) ®g M voor alle M in gs(R)

bewi js

Zij G als in (14.1).We hebben een kanoniek morfisme :
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g 123 )
Qp(R) &y G —» Q¢(G)
als we de staken berekenen krijgen we :

(QB(R) @g )y

g
QK(R)X @ﬁx Gx

@ (Q&(R), B (6 By (n)))

U
= (ol Qg (R), @ By, x(m)

e

en anderzijds
o¢(e), = e (e QG (Ry),(n))

n
We splitsen onze aandacht, schizofrenen als we zijn,in twee
gevallen : -
1° geval : Als x in U zit dan hebben we voor alle V open in
X zodat x in V< U : Q%(R)(V) = Q%(RU)(V), immers

QG (R (V) = QB () (By(N)) = QF(yy(R(V)) = QR(R)(V)

en dus geldt voor alle x in U 3

L]

g0y _ A8 - . .
QK(R)X = QK(RU)X en RU,X R, en bijgevolg krijgen we 3
g ~ - nE

Qg (R)y ®r, Mu,x = G (Ryly

2° geval 3 Als x niet in U zit dan : R = 0 en het zal dus

T,X

voldoende zijn te bewiljzen : Q%(RU)X = 0,

Hiervoor halen we een oude koe uit de gracht : een induktie-
ve limiet van ringen met eenheid en ringmorfismen (Aa,fab)
is O als en slechts als er een ¢ bestaat zodat Ab = .0,voor
dlle b grotgr dan c.Als dus : RU,X = 1&? RU(V) ;,Q , dan
bestaat er een open Vin X ¢ x in V<o U en RU(W) = 0 voor
alle W< V , bijgevolg hebben we voor alle W: x in W <V :

g Y = 08 - g -

Qﬂ(RU)(M) = QK(W)(RU(W>) = 0 en dus o0k QK(RU)X‘* 0 .

Uit 1° en 2° en de eerste opmerkingen volgt nu :
g . = 08 '
neem nu een M in gs(R) dan hebben we I1I,J,f en g :

I f dJd

¢t , G € oM _—50

rechts~exactheid van Q%(R)<3R - levert :

I ide S QIg{(R) g GJ idg g }Q%(R) @R_M—a,o

giny
QK(R) 8y G

en anderzi jds hebben we de rechbts-exactheid van Q%(—)‘,




en dus krijgen we de volgende situatie

g J didw®f Byl idae g g

QK(G) - QK(G) ey QK(R) ®R M e— O
i 2 o .

el %) gl &) gy o0

Omdat het linker-vierkant kommutatief is,ﬁolgt hieruit
het gestelde., klaar!

(14.4) stelling

7ij B een basis voor de topologie op X.Zij K een gegradeer-
de lokale gs(R)-kompatiebele kernfunktor die iR reduceert
en K(U) is een T-funktor voor alle U in B,dan geldt :

K° is een gegradeerde T-funktor in gs(R)

bewi js

7ij M in gs(QK(R)) dan : K(iM)(U) = K(U)((iM){(U)).Omdat K(U)
een gegradeerde T-funktor is en omdat (iM)(U) in Q (R)(U)-gr
= QK(U)(R(U))-gr zit,volgts K(U)((im)(U)) = O voor alle U in
B en omdat M een schoof is : K(iM) = O en dus K°(M) =

(14.5) stelling

7ij K een gT(B)-funktor (I.e. & la (14.4)) dan :

1. Ieder gegradeerd links-Ideaal van Q%S(R) wordt voortge-
bracht door een gegradeerd links-Ideaal van R

2. Voor alle M in gs(R) : Q%S(M) =,Q§s(R) @ M

bewil js

2. volgt onmiddellijk uit (14.3)

1. Zij I een gegradeerd links-Ideaal van Qgs(R) en stel :
J=1In JKS(R) den is I/J K°-torsie , dus 1I/1Qgs(R)1J is
K-torsie en dan 3 I/a(ngs(R)lJ) KS-torsie en een gegra-

deerd Q%s(R)—Moduul waarult tenslotte : I = a(1Qgs(R)1J)

(14 .6) Voorbeelden van gT(B)-funktoren worden gegeven door
Proj(R) voor R kommutatief of Zariski-centraal.
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IV.1 : Proi(R) , IVLEIDENUDE BESPIEGELINGEYT

(1.1) In deze psragraaf volgen we ¥, Van Oystaeyen ,
"Graded and filtered rings and modules" ,Tenzij uit-
drukkelil jk anders vermeld zal R steeds een positief

cegradeerde links-~Jioetherse ring zijn.

(1.2) stelling

R positief gegradeerd links-Noethers dan is R

een R, ~-ring van eindig tyve.

0

bewijs

Laat Xys

R =.g
(“+ ifo

met S de ring voortgebracht door RG en { RyseeesXy S

vees X de homogene elementen van R zijn die R+

Ri) 2ls links R-moduul voortbrengen.Noteer nu

Bij konstruktie bevat 8 , RC .We kunnen nu voortgaan per
induktie.3tel dat S alle Ri bevat met j kleiner den i,

7Zij nu x in Ri s, Can kan X geschreven worden als

w22

8

o I . T = geesl
1 Te¥g met r_ in Rl~ds en ds' deo(xs)

mdat voor alle s : dq strikt groter dan O zitten dus alle

b

r_ in & (wegens induktiehypothese) en dus ook x.klaszr!

(1.3) definities

Met Spec_(R) zullen we alle gegradeerde priemidea-
g i

len van R aanduiden.

Proj{R) is de deelverzameling van Specg(R) bestaan=-

de uit die (gepradeerde) priemidealon die R, niet

bevatten,

(1.4) stelline

T

in R-rr eindig voortgebracht,equivalent :
1. Qp p(M) = 0 voor alle P in Proj(R)

2. 05 (1) = 0
Im

3, er is eenn ¢ M = 0 voor m > n

A2




bewi is
—— s ——

1, dan 2. 3 Zii P in Proj(R) , QR_P(N) = 0 impliceert we-
rens het eindig voorteebracht zijn van 11 en het felt dat
kP p €en gerradeerde kernfunktor is dat er een gegradeerd:
ideaal I ¢ P besteat : I M =0 . Stel nu T = , = proilp *
Het is duldellik dat rad I = P1f\ eea N DP R

met alle P “+ . dus»R+ in rad I en bijgevolg bestaat er

een (R ) C I . Maar dan is M = .R+(h) en dus (1)=0,

“R
2, dan 1. ¢ M = PR+(W) impliceert 0y P(M) = 0 voor alle P
in Proj(R) omdat R, in L{R-P) zit.

3. dan 2, & Als Mﬁ = 0 voor alle m groter dan n en als m,
tussen de eindig vele homogene elementen dle M voortbrengen
hetgene is met minimale graad dan geldt dat REH = 0 voor

N groter dan ndeg(m1).8ijgevolg is QR+(M) = 0,

2, dan 3, 3 Ult stelling 1.2 volgt dat R als RG-ring wordt
voortgebracht door eindig veel homogene elementen,zeg Ty
eresl WAAT de r. 2o geordend zijn det de graden stijgen.
Verdev wordt ook ¥ door eindig veel homogene elementen voort-
rebracht, zeg m1,...,mt”eveneens in stijgende gresad-volgorde.
Veronderstel nu dat ? M =0 voor zekere N . Als NO groter

is dan K der(r ) dan is Ry < ? {(omdst R = Rg {r IPERRYS Yo
Beschouw nu Lj Qrotez dan het maximum van “.dGO(r ) en
deg(m,) + H. de?(” JoNeem nu x in M. ,AWZ. X=X m 4. XMy
met voor alle j : aey(x ) groter dan N.deg (rm) en bijge-

volg zijn alle Xime = 0 en dus klaar!

(1.5) stelling

Gegeven zljn additieve deelgroepen p, ven Rn voor alle
n groter dan een gegeven nO,Equivalent zijn:
1. Er is een unieke P in Proj(R) zodat Pn R, =D, s

voor alle n groter dan Ny

2. a) voor alle n en k en voor alle m > :R.p_R

n c D
0" n"mk “n+m+k
b) voor n,m 2 ng stel r in Rn ,t in Rm zodanig dat

1t,c_.p voor alle k dan of r in N of t in P,

n+m+y

) R voor een oroter dan n
c) p, # R, n grote n g
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bewiis

1. dan 2. : a) en b) zijin triviasl voldaan.Stel nu dat

b, = Rn voor alle n rroter dan n,. . Voor alle k # 0 en

&

0
2lle a in Rk hebben we

B = a.R, .8....8.8, .2 in R, : :
11 '1r k(:f-r1)+l1-+...+.lr

voor alle 11""’lr‘ Kies nu r zodanig dat k{r+1) = Dy

dan is B in P voor elke keuze der 11,5..,1 bijgevolg

r ?
is ook & in P , dus R+ zit in P .Kontradiktie !

2. dan 1. ¢ Uit c¢) volgt dat we een n 2 ng kunnen nemen

en een element a in Bn - Pn ~Voor elke m stellen we :

3 . : s t
Pt =] x in R,ivoor grote t en alle (1,,...,1.) in N’ :

aR, 8...aRy X in D ... .
1, 1, metnel +e. ol §

Voor m » n, volgt uit‘b) dat P' =p .Verder is elke P!
een additieve deelgroep van R .Stel nu P =:ZfP'm s

uit a) volgt dat P een ideaal van R is en P # R, omdat
a niet in 123 zit.Zij nu s in Ry en w in Rm zo dat

il

SR, w in P? zit voor alle k.Omdat R links-Noethers is,

1+m+k
wordt RsRw voortgebracht door eindig veel homogene elemen-
ten die we mogen kiezen van de vorm : sr, w.Daarom kunnen

& : § e
we t # 0 groot genoceg kiezen zodat voor alle (11’“"’1t)

en voor alle generators sryw geldt :

aB-1 a...aR1 sr

W in P
1, 1.7 1

k +m+k+tn+11+...+lt

Voor alle t' groter dan % en voor alle g geldt dus :

N t’ 1 »
({RaR) >Q~SRKW N Do ilamek

7iji nu A = RaR , den is voor alle k,q
t! t! .
A s(A 1

( )q ( A pq+1+m+k

t1 ; .
A Z 0 omdat anders a in D

1
is (At )n # O slechts voor

it b) volgt verder det of

zou zitten wesens b).Verder
nt? omdat deg(a)=n > C .

. . £y,
)qs in pQ+1 zit of (A )kw

3

‘/'-s;.Q

BB

P

MY




inp zit ,waar zowel g+l als k+m groter kunnen ge-

nomeﬁ+$orden dan t'n > Npe De konstruktie van P impli-
ceert dat of 8 of w in P moeten zitten en bijgevolg heb-
ben we bewezen dat P in Proj(R) zit.

Onderstel verder dat Q eveneens in Proj(R) zit,verschil-
lend van P en toch voldoet Q aan de voorwaarden van 2..
Neem een b in Q~P homogeen.Als deg(b) > 0 is dan geldt
voor alle m 7 n, en voor alle m-tuppels (11’°"’1m) dat:

bR, b...bR

1, 1. Pe QAR

< p, P
LS|
- 1 1

met 1 =md + 1, +...+ '1.m . En dus :(Rb)m P en dus b in P.

1

(1.6) stelling

Zij I een gegradeerd ideaal van R en laat C de verzame-

ling zijn vd, J ¢ J idesal van R maximasl tov. Jé¢& L(I) :

gC = [{J)_ + J in C{ .Den bestast gC uit gegradeerde priem-
idealen en L(I) = ) L(R-P) (doorsnede genomen over alle P

in gC).4A1s I R, , dan is gC een deel van Proj(R)

bevi is

Dat C uit priemidealen bestaat kunnen we in LNM 444 vinden,
bijgevblg bestaat gl dus uit gegradeerde priemidealen.Het
is duideli jk dat een ideasl H in L{I) zit 2ls en slechts
als E¢ P voor alle P in C.Omdat beide filters die we wil-
len vergeli jken gegradeerd zijn volgt dat een filterbasis
voor L{I) verkregen wordt door de gegradeerde ideslen te
nemen die in geen enkele van de (P)_ in gC zitten.

Als IC R, dan hebben we voor elke P in gC : I ¢ P en dus
zeker :'R+ q;P en dus is P in Proj{(R) .Klaar!

(1.7) afspraak
Voor elk gegradeerd ideasl I van R noteren we met

I+ = 11 @® I2 @ o0

(1.8) stelling

I gegradeerd idesal van R dan : R, N rad(I+) = R+tﬁ‘rad(I)

NS




bewl js
Zij P een gegradeerd priemideaal dat I+ bevat , dan be-
vat P of I of R_ .

(1.9) stelling

Noteer met V_(I) = {P in Proj(R) : 1< Py,
dan 3 V (I) = V,(I,) = V (rad I) = V _((rad 1)) = V(rad I)

bewi is

‘Volgt onmiddelli jk uit voorgsande stelling.

IV.2 : STRUKTUURSCHOOF OP Proj(R)

(2.1) zij] Ky de'svmetrische gegradeerde kern~-funktor ge-
agsociBerd met de filter L<I)°”I( ) de gegradeerde loka=-
lisatiefunktor behorend bi] kI en JI ¢t R Qg(R) het ka-
nonieke gegradeerde ringmorfisme van graad O.

Als Tc R, dan zit J in L{I) als en alleen zls J+ in L(I)

zit.We kunnen stelling {1.8) gemakkeli jk veralgemenen:

Voor elk gegradeerd ideaal I van R en alle Ny
R+r\ rad{l) = R, N w’d(ngh I )

{2,2) We zullen nu op Proj{(R) de topologie zetten,gelpdu~
ceerd door de Zariski-topologie op Spec(R).Noteer voor
ieder ideasl (niet noodzakeli jk gegrsdeerd) I van R met
7.(I) ={Pin Proj(R) : I< Ply X (1) = X = V() wasr |
X = Proj(R).In deze definities kunnen we natuurlijk I 'ver-
vangen door het kleinste gegradeerde ideaal dat I bevat.
Als we vanaf nu V+(I)kof X+(1) schri jven dan zal I gegra-
deerd ondersteld zijn.

Uit stelling (1.9) volgt verder dat we I C ~ R, mogen on~-

stellen en V (I) = V ( ?% Tn) s, Voor al1e Do

utelllng (1.9) leert ons verer dat V (I) enkel van het

radikasl afhangt.

m



Volgende relaties zijn eenvoudig na te gaan :
V+(I + J) = V+(I)/w V+(J)

Hieruit volgt natuurli jk dat de verzamelingen X+(I),waar
I de gegradeerde idealen van R doorloopt,een topologie
defini&ert die samenvalt met de geinduceerde topologie
van Spec(R).

(2.3) Met een open verzameling X (I) associ&ren we de
+

+

kernfunktor kI , dus @ \
L{I y 3 : e, o J i , . X .
L(I,) ={ L in I (R):L > J in L (R):radI o1}

T

en we krijgen volgende

stelling

Voor elke open verzameling X4(I) van Proj(R)

(1) =n {1

kp_p)sP in X+(I)}

bewi is

Als P! in X+{I) zit,dan is P'& L(I+) en dus bestaat er
een P in gC(I+} die P' omvat.Dan @ L(kR_P)C' L(kp P')
Als we nu kijken naar stelling (1.6) dan komt er 3
L(I,) = N4 L{kg_p) » P in g0(I,)¢

A L0t py) 5 PP R X (D]

Il

(2.4) 21ls R links=-Noethers is dan geldt dat X (I) ‘quasi-
kompakt is voor alle I. Volgende stelling kan op analo=-
ge wijze bewezen worden als stellingen (I.6.4) en (I:6.5),
magr ook natuurlijk vis methoden als in IIT

stelling

Plasts voor elk gegwadeerd ideaal I van R s Q%+(R) bo-
~ven de open verzameling X+(I) dan defini&ert dit een pre-
schoof van gegradeerde ringen boven Proj(R) : Q%(R)

A1%




Als R een links-Noetherse gegradeerde ring is,
dan is de preschoof Q:(R) gesepareerd .

(2.5) Door verschoven krijgen we natuurli jk een schoof
van gegradeerde ringen die we noteren met : LQ%(R).

Op analoge wijze krijgen we natuurli jk voor elke M in R-gr
o

een preschoof van gegradeerde modulen Qf(M) en de daarmee

korresponderende schoof :'LQ%(M).

Ock volgende stelling kan men analoog bewijzen als stel=~
ling {1.6.7)

stelling

Als R een positief gegradeerde links Noetherse priem-
. . . g '
ring is dan is Q®(R) al een schoof .

(2.6) Opluchting alom ! Wog 's een stelling met bewijs :

gtelling

733 P in Proj(R) dan hebben we 3
1o kg p = sup{ kp, , met P in X, (D}

N . . o
2. de stasgk van LQ%(R) in P is Qﬁ_p(R)

bewl js

1e) Als P in X+(I) zit,dan is I ¢ P en dus ky < kR p
voor elk gegradeerd idesal I et Pin X (I) Oﬂaekeerd,
als J in L(k P) zit dan bevat J een nlet-nul gegradeerd
ideaal I en dus L+4; P, Pin X+(I) en J in u(AI)

2.) De staak van LOE(R) in P is bii definitie @

8 = lim &“?(R} Pin X, (D}

Omdat R links=-lNoethers is,is kR-P(R) eindig voortgebracht
en dus bestast er een J in L(R-P) : J.k. ,(R) = O ,en bij-
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gevolg is 3%(R}—__9 Q%_p(R) een monomorfisme.Hieruit
volgt dat de afbeeldingen fI : Q%(R)——ﬁ>Q%_P(R) mono-
morfismen worden voor voldoende kleine I. Daardoor krij-
gen we {(wegens de universele eigenschap) een graadbehou-~

dend monomorfisme : £ : S —> Q%_é(R).

Een element x in (Q%_P(R))m kan gerepresenteerd worden
door een gegradeerd morfisme van graad m , M, * I—R,
voor een I in L(kR_P). Nou,deze m representeert natuur-
1ijk ook een element yq van Q%(R),en het beeld van V1 in
S,zeg ¥,is natuurlijk ven die aard om f{y) = x te hebben.,
Maar dan is natuurlijk f een isoc van graad 0.Klgar!

(2.7) 7Zij X een topologische ruimte,R een (pre) schoof
van gegradeerde ringen boven X.Definifer nu Ry door 3
RO(U) = (R(U))O voor alle U open in X, dan geldt :

stelling

Ry is een deel (pre) schoof van R

bewi is
Zij V< U opens in X en Rg ¢ R(U)—s R(V) de restriktie-
morfismen.Omdat Rg_graadbehoudend is mapt het RO(U) in RO(V)

Zij nu R een schoof.Omdat RO 2l een deelpreschoof van R is,
is R, gesepareerd (81).Nu (SZ) nog : 7Zij U, een open over-
dekking van U en f, in RO(Ui) met goede kompatibiliteits-

- voorwasarden.Deze fi zijn natuurli jk ook in R(Ui) en dan
gebruiken we (52) van R om een f in R(U) te vinden met

Rg(f) = fi , omdat de R?‘graadbehoudend zijn ¢ £ in RO(U).

(2.8) definitie

De schoof wvan ringen : (LQ%(R))d boven Proj(R)
noemsen we de strukituurschoof van Proi(R)

Merk op dat voor alle P in Proj(R) : PrOjP = (Q%_P(R))O

voor 2 pogitief-gegradeerd links-Noethers,
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bij wijze van verontschuldiging (5)

Eindeli jk nog es iets kreatiefs.De methode van homogenisatie
en dehomogenisatie,die in kommutatieve algebralsche meetkun-
de vooral gebruikt wordt om over te gaan van prdjektieve naar
affiene varié&teiten,werd door Fvo gebruikt om te bewl jzen

dat R(T) gegradeerd Zariski-~centraal (resp. gegradeerd FBN)

is als R Zariski-centraal (resp. FBN) is.De oorspronkeli jke
vraag was deze methode uit te breiden naar schoven teneinde
mogeli jk lets te kunnen afleiden over quasi-koherente scho-
ven boven projektieve spectra.We hebben een zinvolle defini-
tie kunnen geven voor (de)homogenisatie van een schoof en kun-
nen bewijzen dat schoven na versterren in schoven overgaan.
Verrassend hierbij was dat we voor de dehomogenisatie voor-
waarden (quasi-kompaktheid) moeten opleggen aan de topologische
ruimte .Het belangrijkste. resultaat,schooftheoretisch,is dat
homogenisatie en dehomogenisatie kommuteren met verschoven,

Als men elementen en idealen kan versterren,dan leek het me
waarschijnlijk‘dat men ook kernfunktoren kon homogeniseren
en dehomogeniseren.Het grappige van de definitie is dat ze
juilst loopt in de andere richting dan men zou verwachten.
Normasal zou men de filter van de gehomogeniseefde fmktér,de~
finiéreﬁ als de filter bestzande uit de gehomogeniseerde id-
ealen uit de filter van de kernfunktor.Het jammerlijke (?)

is dat dit geen goede filter definiéergj
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Maar wanneer we de goede definitie kiezen,dan kunnen we en-
kele aardige resultaten afleiden :
zo kunnen we de gelokaliseerden via op- en ondersterren
met elkaar in verband brengen (resultaten die we daarna
natuurli jk direkt schooftheoretisch kunnen veralgemenen)
en verder krijgen we een bijektieve korrespondentie tussen
kernfunktoren in R-mod en starre gegradeerde kernfunktoren
in R{T}-gr die (T) bevatten.
Deze 1-1 korrespondentie is natuurlijk slechts bruikbaar
als ze kernfunktoren die op natuurli jke wijze samenhangen
met de ring (vb. goldie-kernfunktor,Lambek-kernfunktor ,
Lambek-Michler kernfunktoren, Murdoch-Van Oystaeyen kern-
funktoren) in elkaar overvoert. Dit wordt nagegaan en men
mag verwachten dat goede eigenschappen van deze kernfunk-
toren vaal bewaard blijven, dit werd bewezen voor Ore-
voorwaarden., |
Geometrisch bekeken levert de techniek ons weer de gezochte
resultaten : een projektieve ruimte valt uiteen in een af-
fien gedeelte en een projektief gedeelte "op oneindig" .
Verder kunnen we bewijzen dat de Proj van polynoomringen
een schema 1is.
~ De ster-techniek leent zich zeer goed om ongegradeerde voor-
waarden op R over te hevelen tot gegradeerde voorwaarden oOp
RiTlen via een andere techniek (bvb. interne homogenisatie)
zou men dan kunnen trachten opnieuw de ongegradeerde voor-
waarden op RLT] te krijgen.

ogmerking : om te kunnen spreken over de gehomogeniseerde
van een R-moduul M dient M natuurlijk een deelmoduul te
zijn van een gegradeerd R-moduul N. Bij vele stellingen
werd stilzwijgend aangenomen dat we in deze situatie ver-
keren !




(1.1) In deze parsgraaf volgen we C.Nastasescu en F. Van

Oystaeyen : "Graded and filtered rings and modules".

(1.2) Zij R een gegradeerde ring.We zullen nu van de po-

lynoomring R[T] eveneens een gegradeerde ring maken als
‘ . r _ b i .

volgt RLT]n = gi%j:n riT s Ty in Ris o

Voor elk gegradeerd R-moduul M kunnen we natuurlijk op

analoge wijze een polynoom-moduul M{T] defini&ren.

(1.3) Zij M in R-gr en X in M,we kunnen x ontbinden in

homogene elementen zeg @

= + ses + + . +
X = X_ Xy * oeee X

dan kunnen we hiermede een homogeen element X van Mt?]
associé&ren gls volgt

* m+n
X =x _T

N ‘
-1 + ese + XOT + ses + X

n

* - . 2
X noemen we de gehomogeniseerde van X .

(1.4) Omgekeerd nu . Zij u een homogeen element van M{T]

' k+3 j
u=u,.,T""*¢ 4+ .60 + 1 TY + 4.0 + U,
. -k @ O L 2 J

dan kunnen we hiermede een element van M associé&ren :

""k + s 08 +u0+ ooo+uj

u, noemen we de gedehomogenisgeerde van u

(1.5) Volgende zaken zijn eenvoudig na te gaan :

it

1. als £ in h(R{T]) en u in h(M{T]) is,dan : (fu),
2. als u,v in h{M{T]) van zelfde graad,dan: (u+v), = u,

32, VOOT élle x in M geldt :(X*)* = X

. ¥ ‘ 3%
4, als u in n(M[T]) is dan is (uy) ™ = u met k=deg u - degu**

(1.6) Noteer met d(r) resp d(m) voor r in R resp m in M

de hoogste gread die in een homogene ontbinding van r resp

m voorkomt,dan is hetvolgende duidelijk :

feuy
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1.erm = Tk(rm)* met k¥ = d(r) + d{m) - d(rm)

-~

-zij x en ¥ in M met d{x) > d(y),dan: (x+v)

x* + le “met 1 = d(x) - d(y) en k = max(d(x) d(y) d(x*y))

{1.7) Als nu N een R-deelmoduul is van M dan noteren we
% . *

met N het deelmoduul van MLT] voortgebracht door de n -

Het is duidelijk dat N een gegradeerd deelmoduul is van

¥ . . . * k¥ .
M{?].Verder is iedere x uit ¥ wvan de vorm Tn met n in N.

(1.8) Wederom omgekeerd nu : met een gegradeerd R[TJ- deel-
moduul L van M[T) kunnen we L, = %u* : u in h(L) } asso=
ciérén en uit de bovenvermelde eigenschappen volgt onmiddel-
1ijk dat L, een R-deelmoduul is van M . )

(1.9) stelling

De korrespondentie N-—N voldoet aan :

1, (W), =1

2. 81s LS N, dan 1" g N

3, Als N een gegradeerd deelmoduul is dan :VN* = N[T]
4. T een links R-ideaal,dan 3 {IN} - TN

5. x in ¥ ,dan (N:X>* = (N% : X )

6. {n 1) = N Ni*

bewi js : eenvoudig gereken !

(1,10) stelling

De korrespondentie L—>L, voldoet aan :

1. (L) > L |
2. Als L L' dan ook L, <Ly
(N T = 0Ly
4. J een gegradeerd links-ideaal van RIT] , (D) ,=3,L,
5. u in n{¥{@) dan : (L), = (L, : uy)

6. (I 1)y = Z (1),

bewi js : wederom geduldig rekenen !
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(1.11) Uit vorige stelling volgt dat we een funktor heb-
ben
(=)y 3 R{T] -gr — R-mod

zodat : M, = RIT}/(T-1) @gppyM = M/(T-1)H

(1.12) stelling

(-)4 is een exacte funktor

bewi is

Rechts~exactheid volgt onmiddellijk uit het tensorprodukt.
Zij nu M in R[ﬁ]-gr en laat M! een gegradeerd deelmoduul
zijn van M.Om links-exactheid te bewi jzen zal het volstaan
om san te tonen dat M' N (T-1)M = (T-1)M', Neem een x uit
Mt N (T-i)M , dan is x van de vorm (T-1)m met m in M.Splits

nu m in homogene komponenten :

g T oees + My + oo + Mg

en dus is x = (T=1)m gelijk aan

~m + Tm + Tm . - ses ™= ms + Tms

-t -t 7 Mot -t
omdat M! gegradeerd is geldt dus m_y in M' en dus ook m_y, 4

en zo voort tot we m in M' krijgen, bijgevolg x in (T-1)Mt.

V.2 3 (DE) HOMOGLN SATIE - SCHOOFTHEORETISCH

(2.1) In deze paragraaf zal X steeds een topologische ruim-
te zijn en Oy een (pre)schoof van gegradeerde ringen boven
Ko /

(2. 2) We kunnen nu boven elke U,open 1n X, O (V) = (OY(U)$
~plastsen.We willen nu natuurli ik dat OX opnleuw een (pre)-
schoof van gegradeerde ringen is boven X.Daarvoor zal het

volstasn goede restriktiemorfismen te definisren.
Neem VC U ,opens in X. Fn neem x in h((OX(U))*),dan is x
vd, vorm ¢ Tm+p + see *+ i Xy + eee + X .

-m ! n
\Ox‘g defini&ren we nu natuurli jk als volgt
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DUx) = TR0 T ) ¢ oeee +(0g) (%)

Omdat (OX)V
zelfde ook voor (O )V sen dus zijn we klaar.

rlngmorflsme is en graadbehoudend geldt het-

(2.3) 2ij nu M in gp(X,04) en N een deel-preschoof van M
(dus niet noodzakeli jk gegradeerd!) dan kunnen we wederom
N definié&ren door N%(U) = (N(U))* (& 1a 1.7).

(2.4) stelling

Pathvaiiedivmonetoeher <23

N* is in gp(X,O?)

bewi is

Uit de definitie en paragraaf 1 volgt onmiddellijk dat

voor alle U,open in X, geldt : N*(U) in O§(U)-gr . Het zal
dug volstaan goede restriktiémorfismen’te'definiéren‘:
Omdat N*(U) voortgebracht wordt door de,n* met n in N{U)
zal het volstsan het restriktiemorfisme te defini&ren op
zoin n" : n*,= Tm+pn;m + eee F Tpno + eee 0 . Nu zijn de
ni's echter niet steeds in N(U) maar wel in M(U),dus:

(T = TPM(n_ )+ .. s U ) + ven + ﬂv(n )

Men gaat gemakkeli jk na dat (N )V graadbehoudend is en
gemilineszir tov skalaire vermenigvuldiging {(eenvoudigweg

T
omdat N% dat is ).klaar!

{2.5) Het probleem of schoven na opsterren in schoven over-

gaan in het onderwerp van volgende

stelling

N in s(X,0,) dan is ¥ in gs(X,0y)

bewi is
U ematan—————————

(S1) '+ Neem een open overdekking U1 van U, Zijn in h(N¥(U))

met n =n m Toeee TOLE eee F np in N(U) en bijgevolg n =
-1y

m+p 2 o

TPn 4 ...+ T* toeee w0 Stel nu dat voor alle 1

=M

! Do
geldt ¢ (N )Ul(n "y = 0 dan komt er voor alle 1 :

m+D N
(NUW)(n 4+ ees + LUl(np)

A6




voor glle 1 geldt
*

oMY Y = 0T ") = o T = (g )
en dus geldt voor alle 1 {omdat (x )y = x)

(Ngl(n)) = 0 en dan gebruiken we de schoofeigenschap van
. %
N om te besluiten dan n = O en dus ook n = 0 . Klaar!

* . "
(32) : Ziji nj in h(N (Ul)) met goede compatibiliteitsvwn.
: : % ,
Uit (1.7) volgt dat iedere,ni van de vorm Tkn.1 is met ny

in“N(U ) .Voor alle 1 en k geldt dus :
v L Xy o W B vty 2 Y k *
(N (n )) M 1k(T nl) = M lk(T nk) = T (Mlk(nk))
beide uiterste leden dehomogeniseren levert voor alle 1,k
1 )
By (ny) = kl(“ )

We gebruiken nu de schoofeigenschap van N om een n in N{U)

te vinden zodat voor alle 1 geldt L%W(P) ny .

Uit bovenstaande geli jkheden volgt dat de exponent van T
.X.

gelijk is voor alle 1 ,zeg u .Neem dan tenslotte ™n" en
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